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ÉTAT 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 

AU COMMENCEMENT DE L'ANNÉE 1904 ('). 



Membres honoraires du Bureau. 



( MM. APPELL. 

DARBOUX. 

GUYOU. 

HATON DE LA GOUPILLIÈKE 

HUMBERT. 

JORDAN. 

MANNHEIM. 

MITTAG-LEFFLRR. 

PICARD. 

POINCARÉ. 

VOLTKRRA. 
1 ZEUTHEN. 



Président MM. CARVALLO. 

IBIOCHE. 
ROREL. 
IIADAMARD. 

Secrétaires \ B^IJ^ARD. 

( GREVY. 

Vice-Secrélaires | SERVANT. 

Archiviste RAFFY. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAINE. 

' ANDOYER, 1907. 

ANDRÉ, 1907. 

FOURET, 1007. 

COURSAT, 1905. 

KOENIGS, 1900. 

., , , ^ .,,,, LAISANT, 1905. 

Membres du Conse,l( ') ^ LECOR^U, lOOiJ. 

LEVY ( L.), 1905. 
DOCAGNli, 1905. 
PAINLEVÉ, 1907. 
PERRIN (R.), 1900. 
l TOUCHE, 1900. 

(*) MM. les Membres do la Société sont instamment priés d'adresser nu Secrétariat 
les rectifications qu'il y aurait lieu do faire à cette liste. 

(') La date qui suit le nom d'un membre du Conseil indique l'année au com- 
mencement de laquelle eipire le mandat de ce membre. 
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— VI — 

Date 
de 

l'admission. 

1872. AGBARD, ancien directeur de la Compagnie d'assurances sur la vie la Foncière, 
rue de la Terrasse, 6 biê, à Paris (17*). 

1900. AGKERNAUN.TEDBXBB, éditeur, à Leipzig. 

1893. ADAM (Paul), ingénieur des ponts et chaussées, docteur es sciences mathématiques, 

boulevard des Invalides, /«o, à Paris (7*). 

1900. ADDEMAR (vicomte Robert d'), professeur suppléant à la Faculté libre des Sciences, 

121, boulevard de la Liberté, à Lille (Nord). 

1896. AXDOYER, professeur à la Faculté des Sciences, rue du Val-de-Gr&ce, i, à Paris (5*). 

1894. AIIDBADE, professeur à la Faculté des Sciences, i, rue de la Mouillière, à Besançon. 

1S72. ANDRE (Désiré), docteur es sciences mathématiques, rue Bonaparte, 70 bis, à 
Paris (6-). 

1901. ANCIBODST, rue d'Assas, 104, à Paris (6*). 

1879. APPELL, membre de Tlnstitut, doyen de la Faculté des Sciences et professeur à l'École 
Centrale des Arts et Manufactures, rue Bonaparte, 17, à Paris (6'). 

1881 . ASTOR, professeur à la Faculté des Sciences, place Vaucanson, 4» & Grenoble (Isère). 
1900. Al'RIC, ingénieur des ponts et chaussées, à Valence (Drôme). 

1882. AUTONNE, ingénieur des ponts et chaussées, rue Mont-Bernard, 9, à Lyon (Rhône). 

1900. BAIBE, docteur es sciences, maître de conférences à la Faculté des [Sciences de Mont- 
pellier (Hérault). 

1896. BAKEB, professeur à l'Université, Toronto (Canada). 

1894. BALITBAND, ingénieur à Métlaoui (Tunisie). 

1889. BEfiUI3I, ancien élève de TÉcole Polytechnique, rue du Champ-de-Mars, 22, ii 
Paris (7*). 

1875. BEBDELLB, ancien garde général des forêts, à Rioz (Haute-Saône). 

1872. BIENAYJHB (Arthur), inspecteur général du génie maritime en réserve, rue Revel, i4< 

à Toulon (Var). 

1888. BIOCBE, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champc, 56, à 
Paiis(6«). 

1875. BISGflOFFSBElll, membre de l'Institut, rue Taitbout, 3, à Paris (9*). 

1898. BLAKE (Edwin-M.), 1910, Addison street, à Berkeley, Californie (U. S. A.). 

1900. BLDIIENTflAL (Otto), docteur en philosophie, Herzberger chaussée, 49» à Gôttingen. 

1891. BLUTEL, professeur au lycée Saint-Louis, maître de conférences à la Sorbonne, rue 

Denfert-Rochereau, iio, à Paris (i4')> 

1902. BOBERIL (vicomte Roger du), rue d'Orléans, 3o, à Rennes ( llle-et-Vilaine). 

1892. BO\APABTE (prince Roland), avenue d'Iéna, 10, à Paris (i6*). 

1895. BOBEL, maître de conférences à l'École Normale supérieure, 2, boulevard Arago, 

à Paris (i3-). 

1896. BOILAXCEB, maître de conférences à l'Université, rue Caumartin, 80, à Lille (Nord). 

1896 . BODBCET ( Henry ) , maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue Saint-Jacques, 

20, à Toulouse (Haute-Garonne). 
1890. BODBLET, professeur à l'École des Beaux-Arts et au lycée Saint-Louis, avenue de 
l'Observatoire, 22, à Paris (i4*)* 

1903. BOOm, rue La Vicuvillc, 26, à Paris. 

1900. BREITLI^Ifi, proviseur du lycée Saint-Louis, boulevard Saint-Michel, 44 (6'). 

1897. BBIGABD, ingénieur des manufactures de TÉUt, répétiteur à PÉcole Polytechnique, 

boulevard Raspail, 395, à Paris (i4*)- 

1873. BBOGARD,chef de bataillon du génie en retraite, Ville-Haute, 76, k Bar-le-Duc. 

1901. BUHL (Adolphe), maître de conférences à la Faculté des Sciences, 4; rue de Ville- 

franche, à Montpellier ( Hérault ). 



— • VII — 
Dal« 
de 
l'admiulon. 

1893. BUBKIARDT, professeur à TUnitersité, Kreuzplatz, i, à Zurich (Suisse). 

1897. GABIEIRA, membre de rAcadémie royale des Sciences, rua da Alegria, 3a, à Lislionne. 

1894. CAHBN, professeur au collège Rollin, 32, rue de la Pompe, àPari4 (i6*). 

1893. CALDABBBA, professeur à TUniversité, palazzo Giampaolo, via délia Libéria, à Palerme. 

1888. CA?ÏET (Gustave), ingénieur civil, directeur de l'artillerie de MM. Schneider et C'% 
avenue Henri-Martin, 87, à Paris (16*). 

1885. CABOX, professeur de géométrie descriptive, rue Claude-Bernard, 71, à Paris (5*). 

1892. CABOKXET, docteur es sciences mathématiques, rue Demours, 62 bis, à Paris (17*). 

1896. CARTA^, raaitre de conférences à la Faculté des Sciences, rue Suchet, 38, à Lyon. 

1887. GABVALLO, examinateur desortie à l'École Polytechnique, rue Clovis, i, à Paris (5*). 

1890. CKDEBCBEITZ (baronne Nanny, née de Lagerborg), Unionsgatan, 4i ^ Helsingfors. 

1892. CELLÊRIEB (Gustave), quai des Eaux-Vives, 34, à Genève (Suisse). 

1887. CEBBOTI, professeur à TUniversité, Piazza S. Pictro in Vineoli, 5, à Rome (Italie). 

1888. GUAILAN (Edouard), rueBerthollet, 16, à Paris (5-). 

1893. CHABLIAT, ingénieur des arts et manufactures, rue de Paradis, 46, àParis (10*). 
1896. CBARVE, professeur à la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 60, à Marseille. 

1881. CRBIIN, ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Montaigne, 33, à Paris (8*). 

1884. CRBYSTAL, professeur à l'Université, à Edimbourg (Ecosse). 

1901. CLAIBI^i, docteur es sciences, maître de conférences à la Faculté des Sciences de 
l'Université, 67 bis, rue Jacquemars-Gielée, à Lille (Nord). 

1875. GLAODE-LAFOIITAINE, banquier, rue de Trévise, 33, à Paris (9*). 

1890. GOLOT, ch&teau du Seuil, à Gérons (Gironde). 

1898. COIBEBIAC, capitaine du génie, docteur es sciences, à Limoges. 

1900. COMTE (Firmin), ingénieur des ponts et chaussées, à Commercy (Meuse). 

1896. GOSSERAT (E.), professeur à la Faculté des Sciences, rue de Metz, i, à Toulouse. 

1896. GOSSERAT (F.), ingén. en chef des ponts et chaussées, rue d'Alsace, 33, à Paris (10*). 

1900. GOTTOIV (Emile), mattre de conférences à l'Université de Grenoble. 

1872. DARBOllX, secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences, doyen honoraire de la 
Faculté des Sciences, rue Gay-Lussac, 36, à Paris (5*). 

1885. DADTnEYILLE, professeur à la Faculté desSciences, à Montpellier (Hérault). 

1882. DELANiXOY, sous-intendant militaire en retraite, àGuéret (Creuse). 

1901. BELASSGS, chargé de cours à la Faculté des Sciences, avenue Alsace-Lorraine, 39, & 

Grenoble (Isère). 

1895. DELAD5IAY (N.), professeur à l'Institut Polytechnique Empereur Nicolas II, k Varsovie. 

1899. BELEHEB, ingénieur des ponts et chaussées, place Simon-Vollant, 10, à Lille (Nord). 

1885. DEKABTBKS, doyen de la Faculté des Sciences, avenue Saint-Maur, a la Madeleinc- 
lés-Lille (Nord). 

1892. DENOtLIN(AIp.), professeur à PUniversité, rue du Bas-Polder, so, à Gand (Belgique). 

1897. BE3ilS (Henry), élève libre à l'Ecole d'application du Génie maritime, rue de Fleu- 

rus, 23, à Paris (6*). 

1883. DEBOYTS, professeur à l'Université, rue des Augustins, 35, à Liège (Belgique). 
1894. DESAINT, docteur es sciences, boulevard Gouvion-Saint-Cyr, 47> à Paris (17*). 

1900. BIGK8TEI1I, 117, Marszatkowska, Varsovie. 

1902. BIEfiOEZ (D.-F.), professeur de mathématiques à l'École provinciale des Arts et 

Industries, calle del Orzan, fi-S", à La Corogne (Espagne). 

1899. BBAGH (Jules), chargé de cours à la Faculté des Sciences, rue Bourbcau, 3, à Poitiers. 



— VIII — 

Date 

de 

PadmlMlon. 

1896. DUNAS (G.)? licencié es sciences, à Gland, canton de Vaud (Suisse). 

1897. BIMONT, professeur au lycée, rue Royale, lo, à Annecy (Haute-Savoie). 
1886. DONCAN, Consulting Engineer, Empire Building, Broadway, 71, Mew-Tork City. 
1897. DOBAN-LORIOA, command. d'artillerie, 30, plaza de Maria Pita, à la Corogne (Espagne). 
^85. DYGK (Walther), Tecknische Hochschule, à Munich (Bavière). 

1902. EfiOROFF (Dimitri), professeur à TUniversité de Moscou, rue Palianka, Institut dos 

Maîtres. 

1903. ESPANET, ingénieur civil, rue Berthollet, 2, à Paris (5*). 

1900. ESTA^AVE, docteur es sciences, à la Sorbonne, à Paris (5*). 

1900. ESTIE.\I«E, capitaine au ig* régiment d'artillerie, à Nice. 

1896. EOVKRTE, ancien élève de l'École Polytechnique, ancien capitaine d'artillerie, ingé- 
nieur aux Forges de Denain (Nord). 

1888. PABRY, professeur à la Faculté des Sciences, 17, rue Chaptal, à Montpellier 

(Hérault). 

1891. FADQIEIBERCDE, professeur au lycée, à Mont-de-Marsan (Landes). 

t892. FEOR (Henri), professeur à l'Université, rue Gevray, 19, à Genève (Suisse). 

1885. PIELDS(John), professeur de mathématiques, Qi, Liberty Str.,à Hamilton (Canada), 

1881 . FLOQDBT, professeur à la Faculté des Sciences, rue de la Commanderic, 21 , h Nancy. 

1872. FliYE SAINTE-MARIE, chef d'escadron d'artillerie en retraite, ancien répétiteur à l'École 
Polytechnique, place Royer-Collard, à Vitry-le-François (Marne). 

1896. FONTANEAD, ancien officier de marine, cours Bugeaud, 8, à Limoges (Haute-Vienne). 

1897. FO^iTEKÉ, inspecteur de rAcadémie de Paris, boulevard de Clichy, 6, à Paris (i8*)> 

1891. FONTVIOLANT (de), profes. à l'École Centrale, rue d'Erlanger, ag, Paris-Auteuil (i6*), 

1903. FORD WALTER, professeur à l'Université de Michigan, rue Notre-Dame-dcs-Champs, 99, 
à Paris (6«). 

1889. FOIiCBÉ, professeur de mathématiques, rue Soufflot, 5, à Paris (5"). 

1872. FOURET, examinateur d'admission à l'École Polytechnique, avenue Garnot, 4i ^ 
Paris (17*). 

1903. PRAÏSSÉ, agrégé de l'Université, rue Vavin, 10 bis, k Paris (6*). 

1892. PROLOV (le général), quai des Eaux-Vives, 36, à Genève (Suisse). 
1903. PUETER, rue Berthollet, 2, à Paris (5*). 

1900. CALDEANO (Z.-S. de)» professeur à l'Université, corso 99, 3, à Saragosse. 

1872. CABIEL, ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur à la Faculté de Médecine, 
rue Édouard-Detaille, 6, à Paris (17*). 

1896. CACTBIBB-VILLABS, ancien élève de l'École Polytechnique, éditeur, quai des Grands- 

Augustins, 55, à Paris (6*). 

1890. CEBBIA, professeur libre à l'Université, à Palerme (Italie). 

1872. CERTY (E.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Rapp, 3o. ii 

Paris (7«). 

1890. CERBALDI, professeur à l'Université, via Daiu, 11, à Palerme (Italie). 

1897. CERRANS, professeur à Worcester Collège, Saint-John Street, ao, à Oxford (Grande- 

Bretagne). 

1896. filRARBVILLE, capiUine d'artillerie, rue Michelet, 6, à Montreuil-sous-Bois (Seine). 
1903. fiOBEY, rue du Bois-de-Boulogne, 6, à Paris (i6«). 

1881. COURSAT, professeur à la Faculté des Sciences, répétiteur à l'École Polytechnique, 
boulevard Raspail, 270, à Paris (i4*)* 

1896. CREENHILL, professeur à l'École d'artillerie, à Wooiwich (Grande-Bretagne). 



i. 



— IX — 
Data 

l'admission. 
1896. filKVY, professeur au lycée Saint-Louis, rue Saint-Placide, 62, à Paris (6«). 

1899. CDADET, ancien élève de l'École Polytechnique, boulevard Saint-Germain, a'^o bi», à 

Paris (7-). 

1880. COCCIA (Jean), professeur à l'Université, via Ruggiero Settimo, 3o, à Palerme (Italie). 

1900. CGICHARD, professeur à l'Université de Clermont-Fcrrand. 

1891. fiCIVARAES, oflficier du génie, k l'Académie des Sciences, rue Nova da Piedadc, 55, 

à Lisbonne (Portugal). 

1881. CONTHER (D' Sigismond), professeur à l'École Polytechnique, à Munich (Bavière). 

1885. CDYOD, membre de l'Institut, capiuine de frégate, rue de l'Université, i3, à Paris ( 7*). 

1873. HAAfi, ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur à TÉcole Polytechnique, 
rue Chardin, 11 biê^ à Paris (16*). 

1882. lABlCH, directeur de l'École des Ingénieurs, à Lima (Pérou). 

1896. HADAKARD, professeur adjoint à la Faculté des Sciences, professeur suppléant au 
Collège de France, rue Humboldt, aS, à Paris (i/»"). 

1894. HALSTED, professeur à l'Université du Texas, Guadalupe Street, 3407, à Austin (Texas). 

1901. HAKGOGK ( Harris)y professeur à l'Université de Cincinnati, Aubiirn Hôtel (Ohio, 

États-Unis). 

1900. HARDEL, élève ingénieur à l'École des Ponts et Chaussées, villa italienne, à 
Dieppedalle-Croisset ( Seino-Inféricure ). 

1872. RATON DE LA fiOUPILLIÈRE, membre de l'Institut, inspecteur général des mines, direc- 
teur honoraire de l'École des mines, rue de Vaugirard, 5G, à Paris (6*). 

1892. iERMANN, libraire-éditeur, rue de la Sorbonne, 8, à Paris (5*). 

1893. HIOUX, professeur en retraite, rue des Fossés-Saint- Jacques, 16, à Paris (5*). 

1900. HOFFBAUER, ancien lient, d'art., rue du Chàtelet, aa, à Fontenay-sous-Bois (Seine). 

1879. nOLST (Elling), professeur àrÉcoIePo]ytechnique,à Hôvik, près Christiania (Norvège). 

1895. iOTT (Stanislas), professeur à l'École S^«-Geneviève, rue Bausset, 4> à Paris (i5«). 

1880. iOMBERT, membre de l'Institut, ingénieur en chef des mines, professeur à l'École 

Polytechnique, rue Daubigny, 6, à Paris (17*). 

1881 . IMBER, directeur des études à l'École Centrale, 33, boulevard Voltaire, à Paris (1 1' ). 
1903. L'ABBE ISSALY, rue Poquelin-Molièrc, 9, à Bordeaux. 

1896. JAGOIET (E.), professeur au Prytanée militaire, rue Couchot, 8, à la Flèche. 

1898. JAH3iKE, privât docent à TÉcole Polytechnique de Charlottenburg, Ludwigskirstrasse, 
à Berlin W'^ (Allemagne). 

1898. JARRY (N.), ingénieur civil, avenue du Bel-Air, 7, à Paris (12*). 

1872. JAVART, chef de bataillon du génie en retraite, chef des travaux graphiques à l'École 
Polytechnique, rue du Cardinal-Lemoine, i, à Paris (5*). 

1903. JENSEiV ( J.-L.-W.-V.), ingénieur en chef des Téléphones, Gl. Kongevcj, 80, à Copen- 
hague, V (Danemark). 

1872. JORDAN, membre de l'Institut, professeur à l'École Polytechnique et au Collège de 
France, rue de Varenne, 48, à Paris (7*). 

1872. JOUPPRET, lieutenant-colonel d'artillerie, rue de l'Estrapade, 10, à Paris (5*). 

1875. JONC, professeur à l'Institut technique supérieur, via Fatebenefratelli, 19, à Milan 
(Italie). 

1890. KOBR (Gustaf), maître de conférences à l'Université, ii Stockholm (Suède). 

1892. KOCi (H. vox), maitre de conférences à TUnivorsité, à Djursholm-Stockholm 
(Suède). 

1880. KCNICS, professeur à la Faculté des Sciences de Paris, répétiteur à l'École Poly- 
technique, boulevard Arago, loi, à Paris (i^*). 



— X -— 

Date 
de 
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1897. LAGAOCBIK, ingénieur civil, cherdii la1)oratoire de la Compagnie générale des Omni- 

bus, rue do Douai, 48» ^ Paris ( 9*). 

1873. LAISANT, docteur es sciences, répétiteur et examinateur à l'École Polytechnique, 
avenue Victor-Hugo, i6a, à Paris (16*). 

1893. L4^GELI.\, astronome adjoint de TObservatoire, rue Boissonnade, 3, à Paris (i4*)- 

1899. LAXDAl] (Edmond), privat-docent à l'Université, Sommerstrasse, a, Berlin, N. W. 
1896. LAROSC, ingénieur des télégraphes, cité Martignac, 5, à Paris {-]•), 

1896. LAUCEL, ancien attaché d'ambassade, villa des Bruyères, au Golfe Juan (Alpes-Mar"*'). 

1873. LAirrU, manufacturier, à Thann (Alsace). 

1896. lEAO, professeur au lycée Michcict, rue Vavin, 6, à Paris (6*). 

1880. LBADTÉ, membre de l'Institut, boulevard de Courcelles, 18, à Paris (17*). 

1896. LEBCL, professeur au lycée de Montpellier, villa Mont-Carmel, avenue Bouisaon- 
Bertrand, à Montpellier. 

1902. LEBESfiUB, docteur es sciences, maitrc de Conférences à la Faculté des Sciences, rue 

Pougirard, 4» à Rennes (Ille-et-Vilainc). 

1903. LEBEIV, directeur de Tobservatoiro de Besançon. 

1893. L8C0RND, ingénieur en chef des mines, répétiteur à l'École Polytechnique, rueGay- 
Lussac, 3, à Paris (5"). 

1895. LESIERAY, licencié es sciences, ingénieur civil du génie maritime, rue Ville-ès-Martin, 
109 bisf à Saint-Nazaire (Loire-Inférieure). 

1872. LEMOINE (Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, boulevard de Vaugirard, 4> 

à Paris (i5*). 

1879. LE PAKE, professeur à l'Université, à l'observatoire de Cointe, à Liège (Belgique). 

1895. LE ROUX, professeur à la Faculté des Sciences, rue de Chùteaudun, 17, à Rennes 
(lUe-et-Vilaine). 

1898. LE ROY, docteur es sciences, rue Notre-Dame-des-Champs, 37, à Paris (6*). 

1891. LERY, agent voyer d'arrondissement, à Pontoise (Seine-et-Oise). 

1872. LESPIADLT, doyen honoraire de la Faculté des Sciences de Bordeaux, à Nérac (Lot-et- 
Garonne). 

1900. LEVI GIVITA (T.), professeur à l'Université, via Altinate, i4, à Padoue (IUlie). 

1882. LÈVY (Lucien), répétiteur et examinateur d'admission à l'École Polytechnique, rue 
du Regard, is, à Paris (6"). 

1872. LEVY (Maurice), membre de l'Institut, inspecteur général des ponts et chaussées, 
professeur au Collège de France, avenue du Trocadéro, i5, à Paris (16*). 

1875. LEZ (Henri), à Lorrez-Ie-Bocage (Seine-et-Marne). 

1898. LI.XDELOF (Ernst), professeur à l'Université, Nylandsgatan, i5, à Helsingfors. 

1877. LnDEMANN, professeur à l'Université, Franz-Josephstrasse, is, à Munich (Bavière). 

1886. LIOlVUJiE, ingénieur des poudres, examinateur des élèves à l'École Polytechnique, 
quai Henri IV, 13, à Paris (4"). 

1900. LOVETT ( E.-O ), professeur à Princeton Universîty, New- Jersey (ÉtaU-Unis ). 

1888. LUCVS (Félix), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Boissière, 3o, à 
Paris (i6-). 

1902. LlC\S-filRARI>ViLLE, ing' des manufactures de l'État, Manufacture des Tabacs, à 

Chàtcauroux. 
1902. LtCAS DE PESLOIAX, ancien élèvede l'École Polytechnique, rue Marbeuf, 8, à Paris (8«). 

1886. LYO\, docteur es sciences mathématiques, chemin de la Roseraie, 26, k Genève 
(Suisse). 

1882. HACÉ DE LÉPINAY, professenr de mathématiques spéciales au lycée Henri IV, rue 
Claude-Bernard, 7g, à Paris (5*). 

1895. MAILLET, docteur es sciences, ingénieur des ponts et chaussées, rue de Fontenayi 11, 
à Bourg-l a-Reine (Seine). 



— XI — 

Dau 

de 
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1872. MANNOKIH, colonel d'artillerie en retraite, professeur honoraire à TÉcole Polytech- 

nique, boulevard Beauséjour, i, à Paris (i6*). 

11)03. MAROTTE, professeur au lycée Charlemagnc, rue de Rouilly, 35 bisj a Paris (is**). 

1884. MARTIN (Artemas), qiS, N. Street, N. W., à Washington D. G. (États-Unis d'Amé- 
rique). 

1889. MARTIN (Emile), ancien élève de TÉcolo Polytechnique, professeur de mathéma- 
tiques, rue des Fossés-Saint-Jacques, 22, à Paris (5*). 

1901. MASSAI] (J.), professeur à TUniversité, rue Maruix, 23, à Gand (Belgique). 

1894. MADPIN, professeur au collège, rue de l'Arceau, 3o, à Saintes (Gharente-lnférieure). 

1897. MBHMKE, professeur à l'École technique supérieure, Woisseinburgstrasse, 29, à 
Stuttgart (Wurtemberg). 

1889. MSNDIZABAL TAMROREL (de), membre de la Société de Géographie de Mexico, callede 
Jésus, i3, à Mexico (Mexique). 

1884. MERCEREAD, licencié es sciences, rue de l'Université, 193, k Paris (7*). 

1902. MERLIN (E.), avenue Ncgriê, 46, à Forcst-Iès-Bnixellcs (Belgique). 

1902. MES.\Y (R.), enseigne de vaisseau, rue de la Rampe, 4t ^ Brest. 

1893. MICHEL (François), chef de parcours de la Compagnie des chemins de fer du Nord, 
rue Perdonnet, 12, à Paris (10*). 

1899. MILLER (D' G.-A.), professeur à Stanford University, Californie (États-Unis). 

1873. MITTAfi-LEFPLER, professeur à l'Université, h Stockholm (Suède). 

1902. MOLK ( J. ), professeur à la Faculté des Sciences, rue d'Alliance, 8, à Nancy. 

1897. MONTCHEOIL (l'abbé de), rue du Vieux-Raiiin, n, à Toulouse (Haute-Garonne). 

1898. MONTBSSIIS DE BALLORE (vicomte Robert de), maître de conférences à la Faculté libre 

des Sciences, boulevard de la Liberté, 121, à Lille (Nord). 

1903. MOLLER ( J.-O.), rue Berthollct, 6, Paris (5«). 
1898. NADD (G.), éditeur, rue Racine, 3, à Paris (6«). 

1885. NEUBERC, professeur à l'Université, rue Sclcssin, 6, à Liège (Belgique). 

1897. NIGOLLIBR, professeur, à Monireux (Suisse). 

1903. NIELS NIELSEN, inspecteur général de l'enseignement secondaire, Norrebrogade, 57. à 
Copenhague (Danemark). 

1900. NIEWENCLOWSKI, docteur es sciences, inspecteur général do rCniversité, rue de l'Ar- 

balète, 35 (5-). 

1882. 0CA6NE (M.d*), ingénieur des ponts et chausséet, professeur à l'École des Ponts 
et Chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique, rue La Boétie, 3o, à Paris (8*). 

1873. OVIDIO (Enrico d'), professeur à l'Université, Corso-Oporto, 3o, à Turin (Italie). 

1901. PADÉ (H.), professeur à l'Université, rue de Turenne, 89, à Bordeaux. 

1893. PAINLEVB, membre de l'Institut, maître de conférences à l'École Normale supérieure, 
répétiteur à l'École Polytechnique, rue d'Assas, 33, à Paris (6"). 

1888. PAPELIER (Georges), professeur de mathématiques spéciales au lycée, rue de Re- 

couvrance, 30, à Orléans (Loiret). 

1884. PARAF, maître de conférences h la Faculté des Sciences, à Toulouse. 

1881. PELLET, doyen de la Faculté des Sciences, rue Pascal, 3o, à Glcrmont-FerrAnd. 

1900. PERCHOT, astronome adjoint à l'Observatoire de Paris, avenue de l'Observatoire, i (5*). 

1874. PERGIN, général de brigade, chef du cabinet du ministre de la guerre. 
1881. PEROTT (Joseph), Université Clark, à Worcester (Massachusetts). 
1873. PERRIN, ingénieur en chef des mines, avenue d'Ëylau, 9, à Paris (16*). 
1892. PERRIN (Élie), professeur de mathématiques, rue Tarbé, 3, à Paris (17'). 

1896. PETROVITCH, professeur à l'Université, Kossantch-Venac, 24, à Belgrade (Serbie). 

1902. PETROVITCH (S.), capitaine d'artillerie de la garde, professeur adjoint à l'Académie 

d'artillerie Michel, Sabalkansky prospect, jn, log. ij, à Saint-Pétersbourg. 
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1887. PEZZO (del), professeur à rUiiiversité, via Gennaro Serra, 76, à Naples (Italie). 

1879. PICARD (Emile), membre de Tlnstilut, professeur à la Faculté des Sciences et à 
l'École Centrale des Arts et Manufactures, rue Bara, 4* ù Paris (6*). 

1872. PIGQVET, chef de bataillon du nônic, examinateur d'admission à TEcole Polytech- 
nique, rue Monsieur-le-Prince, 4t à Paris (6*). 

1896. PIEBOX, inspecteur général de rinslruclion publi(|ue, rue d'Assas, 5o, à Paris (6*). 

1899. PIKRPOXT (James), prof, de l'Université Yale, ^2, Mansfield st., New Ilavcn, Coii- 
necticut ( États-Unis ). 

1882. POINCARÉ, membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes, ingénieur en choC 

des mines, professeur à la Faculté des Sciences, rue Claude-Bernard, 63 ( J'). 

1872. POLIGNAC(prince C. de), villa Jessie, ii Cannes (Alpes-Maritimes). 

1899. PRIKCSHEII, professeur à l'Université de Munich, tq, Arcisstrasse. 

1896; PRUVOST, inspecteur général de l'Instruction publique, it, rue de la Tour, à 
Paris (16»). 

1872. POTZ, général d'artillerie en retraite, rue Saint-Merry, 98, à Fontainebleau. 

1902. PllI ( Victor), ancien élève de TEcole Polytechnique, professeur de Mathématique», 

rue des Fossôs-Saint-Jacques, i6,là Paris (5*). 

1896. QOIQDET, actuaire de la Compagnie la Nationale, rue Laffitte, 17, à Paris (9*). 

1898. RABOT (Charles), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Duplessis, 77, à Vor- 
sailles ( Seine-et-Oise ) . 

1872. RADAU, membre de l'Institut, rue de Tournon, 12, à Paris (6'). 

1883. RAFFY^ professeur-adjoint à la Faculté des Sciences, maître de conférences à 

l'École Normale supérieure, rue Nicole, 7, à Paris (5*). 

1903. RSMOIJNDOS, agrégé de l'Université d'Athènes, rue d'Ulm, /|5,ii Paris (5«). 

1900. RENARD, rue de la Tour, 7, à Paris (16'). 

1903. RICHARD, professeur au lycée de Dijon, place du Kosoir, 1, à Dijon. 

1893. RIVEREAU (l'abbé), professeur à l'Institut catholique, à Angers (Maine-et-Loire). 

1903. ROCHE, agrégé de l'Université, rue Madame, 69, à Paris (6'). 

1872. RODART, Ingénieur civil, rue de Lisbonne, 34, à Paris (8'). 

1872. ROUCHE, de linstitut, professeur au Conservatoire des arts et métiers, examina- 
teurdesélèves à l'École Polytechnique, boulevard S*-Germaln, 3i3, à Paris (7*). 

1896. ROVCIER, docteur es sciences, rue Sylvabelle, 84» à Marseille. 

1885. RODOUBT (V.), professeur honoraire de mathématiques spéciales, à Belpech (Aude). 

1900. 8ALTYK0W, maître es sciences mathématiques, professeur à l'Institut Polytechnique» 

k Tomsk (Russie). 

1872. SARRAD, membre de l'Institut, ingénieur en chef des poudres, professeur à l'École 
Polytechnique, avenue Daumesnil, 9 bis, à Saint-Mandé (Seine). 

1872. SARTIADX, ingénieur en chef des ponts et chaussées, chef de l'exploitation à la Com- 
pagnie du chemin de fer du Nord, à Paris. 

1885. SADVAfiE, professeur à la Faculté des Sciences, à Marseille (Bouches-du-Rhône). 
1881 . SCHLECEL, professeur à l'École technique, Volmestrasse, 62, à Hagen (Allemagne). 

1897. SCHOD (Erik), CI. Antvorskov, à Slagelse (Danemark). 

1881. SCHODTE, professeur à l'Université, à Groningue (Hollande). 

1901. SEE (Thomas-J.-J.), Observator> Mare Island (Californie). 

1896. SKfiUlER (J.-A. de), docteur es sciences, rue des Saints-Pères, 56, à Paris (7*). 

1882. SSLIVANOFP (Démélrlus), attaché à l'Université, Fontanka, 1 16, log. 16, à Saint-Péters- 

bourg (Russie). 

1900. SERVANT, docteur es sciences, rue des Saints-Pèreti, 8, à Paris (7*). 

1900. SPARRE (comte Magnus db), ch&teau de Vallière, à S^-Oeorges-de-Reneins (Rhône)* 

1881. STARKOFF, Maximilianovskly pereonlok, 19, log. 13, à Saint-Pétersbourg (Russie). 

1879. STEPHANOS (D' Cyparissos), professeur à l'Université à Athènes (Gréée). 
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1901. STBTS03i (Orlando), à Franklin (Massachusetts). 

1898. STORIEI (Cari), professeur à TUniversité, Holtegaden, i4, à Christiania. 
1903. SUCHAI, docteur es sciences, rue Lafayette, 6o, à Paris. 

1872. SYLOW, professeur à TUniversité, à Frederikshald (Norvège). 

1896. TAlIlIMBBIfi (de), professeur à la Faculté des Sciences, à Bordeaux (Gironde). 

1872. TA1I?1EIY (Paul), directeur des manufactures de TÉUt, à Pantin (Seine). 

1875. TANXRRY (Jules), sous-directeur a l'École Normale supérieure, rue d'Ulm, 4'>f 
h Paris (5*). 

1882. TARRY (Gaston), rue d'Isly, 19, à Alger (Algérie). 

1897. TARRY (Harold), inspecteur des finances eu retraite, à Kouba (Algérie). 

1872. TERRIER, professeur au collège Chaptal, avenue Léonie, i, à Saint-Cloud (S.-et-O.). 

1899. THYRAIIT (Alexandre), docteur es sciences, professeur au lycée Carnot, rue du Ro- 

cher, 101, h Paris (8*). 

187.3. TISSOT, ancien examinateur d'admission à l'École Polytechnique, k Voreppe (Isère). 

1896. TISSOT, enseigne de vaisseau, professeur au Borda, à Brest (Finistère). 

1896. TORRES, membre de l'Académie des Sciences, Valgame Dios, 3, à Madrid (Espagne). 

1893. TOUCHE, lieutenant-colonel d'artillerie territoriale, rue TruOault, 33, à Paris (17*)- 

1872. TRESCA, ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, château de Cour- 
tozé, par Vendôme (Loir-et-Cher). 

1896. TRESSE, doct. es sciences, prof, au collège Rollin, rue Caulaincourt, ao, à Paris (18*) . 

1893. VALLBK-POOSSIX (Cn.-J. de la), professeur à l'Université, rue de Namur, 190, à Loii- 
vain (Belgique). 

1897. YASSILAS-VrrALIS ( J.), docteur de l'Université, rue Polyclète, 5, à Athènes (Grèce). 

1898. VASSILIEF, président de la Société physico-mathématique, à Kasan (Russie). 

1901. VESSIOT, professeur à la Faculté des Sciences, chemin des Granges, ^5, à Lyon 

(Rhône). 

1888. VOLTERRA ( Vito), professeur à l'Université de Rome, via Lucina, 11. 

1900. VDIRERT, éditeur, 63, boulevard Saint-Germain (5*). 

1893. WACRER, professeur à l'École J.-B. Say, rue Spontini, i3, à Paris (16*). 

1880. WALGRRXABR, ingénieur eu chef des mines, boulevard St-Gormain, 318, à Paris (7*). 

1879. WEILL, directeur du collège Chaptal, boulevard des Batignolles, 45, à Paris (8*). 

1878. YV0RM8 BR ROMILLY, ingénieur en chef des mines, rue Balxac,7, à Paris (8*). 

1882. ZABODDSKI, membre du Comité d'artillerie et professeur à l'Académie d'Artillerie, rue 
Zuamenkaja, 3a, h Saint-Pétersbourg (Russie). 

1890. ZAREXRA, docteur es sciences, professeur à l'Université de Cracovie (Autriche). 

1903. ZERVOS, docteur de rUniversité d'Athènes, rue Claude-Bernard, 35, à Paris (5*). 

1881. ZROTHEll, professeur à l'Université, Rosenvonget, Saint-Kannlkestrœde, 11, à Co- 

penhague (Danemark). 

1898. ZIWET, South Ingalls street, 6^|4, Ann Arbor (Michigan) (Etats-Unis). 

1902. ZOIKIS (Aristide), professeur à TÉcole militaire des Evelpides, rue Scoufa, 6, à 

Athènes. 



— XIV — 



SOCIÉTAIRES PERPÉTUELS. 



AdmiM-TEUINEl, à Leipsig.— IKIIOIST (décédé).— lEIDELLK, àRiox.— IIBIVAYNE 
(décédé). ~ MGHB, à Paris. -> II8€I0PPSIEIV, à Paris. — lOtElIL (vicomte R. du), 
à Rennes. — B^ldlllT (décédé). — MIEL, à Paris. — BIOCAID, à Har-le-Duc. — 
CANBT, à Paris. — GAinUt» à Paris. — GBASLES (décédé). — CLAUDE-LAFORTAINE, 
à Paris. — GOnON, à Grenoble. ~ POUIET, à Paris. — GAUTniER-VILLARS (décédé).— 
GOCRSAT, à Paris. — DALPDEIV (décédé). — HALSTED, à Austin. — HADAIARD, à Paris. 

— RATON DR LA GOUPILLIÈRE, à Paris. — RERIITR (décédé). — HIRST (décédé). — 
non, à Paris. —JORDAN, à Paris. — LAPPON DE LADÎtAT (décédé). — LÉAUTÉ, à Paris. 

— MAILLET, à Bourg-la-Reine. — lANNHEII, à Paris. — DR MBNDIZABAL TAMBORBL, à 
Mexico. — MERGEREAU, à Paris. — D'OCACNE, à Paris. — PEROTT, à Worcester. — 
PERRIN, à Paris. — POINCARÉ, à Paris. — POLIGNAG (prince C. de), à Cannes. — RAPPY, 
à Paris. ^ SALTYKOW, à Tomsk. — SÉLIVANOPP, à Saint-Pétersbourg. ^ SPARRB 
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SUR LE THÉORÈME DE M. JENSEN; 
Par M. G. Mittag-Leffler. 

M. Goursat vient de publier (BulL des Sciences math., 
octobre 1902) une nouvelle démonstration du théorème de 
M. Jensen (Acta math., t. XXII), qui rattache ce théorème au 
théorème fondamental de Cauchy. J'ai employé dans mon ensei- 
gnement une démonstration analogue qui parait plus directe. 

Soit/(>s) une fonction méromorphe ù l'intérieur d'un contour 
fermé S, comprenant dans son intérieur le point x sur lequel nous 
faisons, pour simplifîer, la supposition qu'il ne sera ni un zéro ni 
un pôle. Supposons encore, pour simplifier, que/(z) soit holo- 
morphe et différent de zéro sur le contour même. Soient ai, 
«2, . . ., a;, les zéros de /(s) intérieurs au contour, chacun d'eux 
étant compté avec son degré de multiplicité, et 6|, 62» • • •? ^m ^^^ 
pôles def(z) intérieurs à S, chacun d'eux étant encore compté 
avec son degré de multiplicité. 

Je me propose d'évaluer l'intégrale 

'ITZl J Z — X 

prise le long du contour S dans le sens direct. Je suppose que la 
variable part d'un point A sur le contour, log/(-3) ayant une 
valeur initiale déterminée. Je considère le contour fermé S 
formé de la courbe S, des circonférences Cy, Ay, de rayon e, 
ayant pour centres les différents points «y» ^v? et des lignes 
infiniment voisines tracées de part et d'autre d'un nombre de 
ligues situées entièrement à l'intérieur de S et reliant chacune 
un des points a^ et 6y avec le point A, en laissant les autres 
points Ov, 6y, ainsi que les points x^ en dehors. 

XXXII. I 
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La fonction log/(^) est holomorphe à rintérieur du contour S- 
£n iui appliquant le théorème de Cauchy, on obtient 

.'RÎjLdXj^ z — x J Z'-x Jp^ z—x \ 

lltlj z—x ryj \ .1 

OL^ et ^v étant des points sur les circonférences Cy et Atv En allant 

à la limite zéro avec e et en observant que les intégrales / t / ' 
deviennent alors zéro, on obtient 

v=i " v=i '^^ 



On en tire 



(2) 



o^ V j^ D^ — ^ ^^ e^ — ^ %ltl J Z — X 

V=l Jt=l 



Il s'ensuit 



î /•Slo|t/(z) 



(3) /(:r)= ;;'-^)î^'"^^-/,^-~^; (A-:r)^-n.ni7/^ 



</x 



et encore, en faisant z — ^ = re*^ et en supposant que S soit un 
cercle de rajon r, ayant pour centre le point x^ 



(4) 1/(^)1 = 



ax — <g 1 1 g« — x\ 



« • • I Vbn ^~" X 



bi — x\\bi—x\,.,\bfn 



X 






Cette dernière formule devient celle de M. Jensen si Ton y 
fait ^ = o. 
On a 

iitij z — X iT^i J z 2irt ^ z — X \zj 

En faisant dans la formule (3) a? = o et en supposant que ce 



^ 
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point ne soît ni un zéro ni un pôle, on obtient 

(5) /(o)= ?■;'•••"" A».-" .?^j -^'-'' 

Ol O] . . . o„i 

En divisant (3) par (5), on obtient donc 

Cette formule peut facilement être généralisée en écrivant 

'iTziJ zi*-^^ J z — x \z/ 

et, en appliquant aux différentes intégrales 

le même procédé que nous avons employé auparavant pour les 
intégrales 

O.TZl J Z — X 'i.TZl, J Z 



on obtient alors la formule 

>.. . Iof/(0)4- 2l a--^...-+- r^^ xr 

f{x)=e LL [£. 



n 






l$l 



ms") 



V=l 



en ayant posé 

E(-5, O) = 1 — 5. 



5-*-r5'4-...-+--r»' 
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La formule (7) doit être mise à côté d'une autre qu'on obtient 
en partant de Tégalité (*) 

(9) < /(o) 1/? — I ' ^a: — avVav/ 



v = i 
m 



^^X—-Ùy \6v/ 2T«^ Z^-») 2 — ^\^/ 

v = t 

En faisant Tintégration par rapport à x, et en observant que 
on obtient 



1 r ^^ . IHos/{0) t>/')ofr/'(o) « 

IO|r/<0)H 5^^ 'x-i-..M ,' '"' XP 

n 






On revient immédiatement de la formule (10) à la formule (7 ) 
en intégrant 

par parties. 



( ' ) Voir ma Noie aux Comptes rendus, ao février i88a. 
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RECHERCHES SUR LA DIVISIBILITÉ DU NOMBRE 



1.2... nx 



( I . a . . . xY 
VkK LES PUISSANCES DE LA FACTORIELLE i . 2 . . . /i; 

Par M. C. DE POLIGMAC. 

§1- 

Avant d'entrer en matières, rappelons quelques résultats bien 
connus. 

Désignant par t le quotient entier de la division de a par 6, 

notation usitée par Lejeune-Dirichlet, et appelant e l'exposant 
de la plus haute puissance du nombre premier /? qui entre comme 
diviseur dans le produit i .2.3. . • .x^ en sorte que ce produit est 
supposé divisible par/>*, mais non par />*+*, on a la formule clas- 
sique 



!:=« 



1=1 

La I imite i= ce est symbolique; elle se justifie en remarquant 

que, dès que />*> a:, on a — = o. 
De plusy on a toujours 



Il en résulte 



W\ - [â] 



(') 



[T^Wi- m-W\ 



Par suite, si l'on écrit, 



{n<P. î. = [î]). 



X =pq^-^ n 



(*) Voir^ entre antres, Lejeune-Dirichlet, Zahlentheorie, § 15, édi- 
tion i863« 



— 6 — 
on oblient 

1=1 

Cela posé, je commencerai par démontrer trois propositions : 
Soit X un nombre entier écrit dans le système de numération 
dont la base est le nombre premier/?, en sorte que 

avec a </> à un rang quelconque. 

Désignons par ^o: la somme des chiffres de x : 






i'= 



ao-h «i-h «i-h. . .-+-an—i -+- <*/|. 



Proposition !• — L^exposant de la plus haute puissance du 
nombre premier p qui entre comme diviseur dans le pro- 

2' 



duit 1 .2.3. • .x esl 



y? — I 



Démonstration. — D'après ce qui précède, il suffira d'établir 
l'égalité 

Conservant les notations adoptées ci-dessus, on a 

Çt =a„/?«-»-Ha;,_i/?'«-«-h...-ha,/>«-f-a,/>-f-ai= - > 

I ^J = ^3 = a^/?»-»-!- a„_,/?»-*-H. . .-+- a, "^ ^ ' 
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Chaque colonne de ce Tableau se compose de termes en pro- 
gression géométrique. Faisant donc la sommation par colonnes 

et introduisant pour la symétrie le terme nul ^ _ ^ > il vient 



P 

(/>*— i)-4-a„-i()P^-'— i)H-...->-as()p'— •i)4-at(/?«— i)-+-ai(/? — i)-4-ao — 

p — \ 



- =2 [?] 

1=1 

c*est-à-dire, d'après nos notations, 



X— y X 






Proposition 2. — Soit n un second nombre entier écrit dans 
le système numérique de base p\ faisant Taddition X'\-n^ on 
aura 

^{x-\-n)=^^X'^^n — k{p — \), 

OÙ k désigne le nombre total d'unités que, dans l'addition, on 
est amené à reporter d'une colonne à la suivante. 

Démonstration . 

37 = ao-f- «1/?-!- ajjy*-!-. . . a<,p^ 
n= 6o -f- 6i/>-H 6j/?»H-. . . à <Cp, 

L'addition, membre à membre, donne 



j? -4- n = a© -H cit 
-h bo-\- bi 



p-hat 



jD«-+-...-4-a,„ I p 



\tn 



bm i 



expression dans laquelle il faut ramener dans chaque colonne la 
somme des deux chiffres à un nombre inférieur k p. Ces réduc- 
tions faites, on obtiendra 

Comparons ces deux expressions. 

Comme dans la première, chacun des deux chiffres a/, bi d^me 
colonne quelconque est moindre que /?, leur somme est moindre 
que 2/7. On a même partout 

puisque le maximum est p — i 4-/? — i + i = 2/> — i. D'après 
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cette remarque, on peut composer de proche en proche le Tableau 
suivant : 

ao -h bo = ko p •+- Co 

«I -h 6, -+- Aq = A\ p -\- Cl 

} Ci<P (Xv=o ou i), 

X//I ~ C„|-».t = O OU I 

par suite 

«0 -4- «I -î- • • • H- «m -+- ^0 -H ^1 -»- • • . -*- ^m -^- ^0 -+- X I -+- • • . -H Am 

= ( X'o -+- A"i H- . . . -T- Ar„i )/> H- Co -^ Tj -+- . . . -i- r,„ -+- c,„^\ . 

Or, comme chacun des nombres Ato, A^i, ..., km est égal à zéro 
ou à un, leur somme est égale au nombre d'unités reportées d'une 
colonne à la suivante, soit k. D'autre part, on a par définition 

«0"^ ^1"+" ^î~T-- • '"^ ^/it = Xi^> 

Ce H- r, -h c, 4-... 4- c,n-\'C,n-^.i = y^(j7-i-n). 

Il en résulte donc bien 

\'(a:-4- /i) = y^ar -H T^n — A:((/> — i) (»). c. Q. P. D. 
On trouverait de même 

k étant ici le nombre d'unités empruntées au chiffre d'une 

(') Arilhméliquement, Topéralion s'indiqueraîl ainsi : 

... a,- ... a^ a^ a^ a^ a- <i p- 
... b^ ... ftj ftj ft, b^ b-<ipy 

• •• C-" ••• C7* Vo CJ| CJa C.' "^«..^ A^ * 

Dans chaque colonne, raddition de deux chiffres ne peut surpasser a/? — a 
( i8 dans le système décimal). On ne peut donc jamais reporter plus d'une unité 
dans la colonne suivante. Le chiffre de cette colonne augmente de i, celui de la 
précédente diminue de /? à chaque report; d'où la formule. 
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colonne et reportées dans la précédente suivant les règles de 
l'arithmétique élémentaire. 

On voit d^ailleurs qu'en posant x-h n= m, d'où x = m — n, 
la formule d'addition devient 



d'où 



^ (m — w ) = ^ m — ^ n -^ kip — i ). 



Propositiojv 3. — Faisant le produit nx^ on aura 

où k représente encore le nombre d'unités que, dans le produit, 
on est amené à reporter d'une colonne à la suivante. 

Démonstration, — Soient 

X — a^-i- ctxp-h atp^-\-. ,. Ut <ip, 

« = Z^o-h Aj/? -h àj/?*-^. . . b,<,pf 

nx = Co-h Cl p -hCi p^-h. . . bi<Cp. 

La multiplication, membre à membre, donne 



nx = aoôo"+" ûfo^i 
H- «1^0 



/>«-4-..., 



p-^-a^bf 
-{- a^bx 
-i- atbo 

résultat que, pour abréger, nous écrirons 

/i.r = Co -h G| /> -H Ci/?- -h . . . . 

Observons que, par définition, 

Co -I- Cl -I- C, -H ... = ^/i.y ar. 

Si «0 ^0 <C /^? on a Co = Co ; mais, en général, 

Co = />/*o -^" c^ 

et l'on reporte A'o unités à la colonne suivante, et cela quand bien 
même cette colonne ferait défaut dans le produit membre à 
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\ 



membre nx ; ce qui arriverait par exemple si l'on avait a^ = 6| =s o. 
On a donc jusqu'ici 



nar = Co H- Cl 


/?-»- Gt/?* -+-... 


-H A'o 




On posera de même 


C|H-À:o 


=zpki-^Cx 



et l'on reportera Ati unités à la colonne suivante. Observons qu'ici 
on pourrait avoir k^ >p^ ce qui ne change rien à la marche du 
calcul. 

On obtiendra ainsi successivement 

Co = Co"+" ^o/'» 

Ct-+-^o =cx-^kip, CoH-Gt=Co-l-Ct-f-A:o(/>— i)-4-A:i/>, 

Cf-hAri =ct-^ktp, Co-+-Ci-HCj=Co-+-Ci-4-Cj-f-(Â:o-HA-|)(/>— i)-4-A:,/?, 



= Co -h C| -h Cj -h . . . 

Mais, comme le produit est fini, il arrivera un moment où l'on 
trouvera ki = o ; on aura alors 

Co-H G| -h...-4-G|= Oo-H ci-i-.. .-f- Ci-T-CA'o-h ki-{-,, ,'hki-i){p — i), 

c'est-à-dire 

^n,^x=^njr-^k{p — I) 



ou 



N^/ir= \^n.^a?— A:(/? — i). c. Q. F. D. 



Remarque. — La Proposition 1 exige que p soit un nombre 
premier. Dans les deux autres propositions, p peut être quel- 
conque. 

§2. 

Nous allons maintenant faire quelques applications de ces trois 
propositions. 

Théorème. — x et n étant, comme ci-dessus, écrits dans te 
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système de base p nombre premier, si le produit 

1 .9.. 3. ,.{n — i)/i 
est divisible par p^-j — a exposant maximum — 

(x -h i) (a? + -A ) . . . (a? -f- n ) 

sera divisible par />*+*; où k représente le nombre d'unités 
reportées d'une colonne à la suivante dans l'addition x -h n. 

Démonstration. — Par la proposition 1, on a 



a = 



p-i 



et, par la même proposition, Texposant maximum avec lequel p 
entre dans le produit 

est 



X -- // — ^ ( j- H- n ) 



p-i 



De même, l'exposant maximum avec lequel p entre dans le 
produit 



est 



x-^x 

Le nombre premier/? entrera donc dans le produit 

(a?-+-i) (x -h «jt). . .(a.- H- n) 
avec un exposant égal à la difTérence des deux précédents, soit 

x-^ n — ^^(x -\- n) — x-^^^x n — ^ {x -+- n) -h ^ x 
p — î "~ P — « ' 

D^ailleurs, par la proposition 2, on a 

^{X'hn)=i ^a^-h^n — k(p - i); 
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l'exposant considéré est donc 

n—^^x — ^^-^"^^ n— ^ n 

h k = h A = a H- A*. 

/? — I /> — I 

C. Q. F. D. 

En vue d'une application de la proposition 3, partons de 

ridentité 

I .2. ..N — I «N __ 

1 .2. . .N — I .N ~" 

Posant N = «1 H- «2, elle devient, en admettant «i < 02, 

1.2. .(a|-h cfj — i){ax-h ai) • _ 
j .2. ..ai.(aiH- i)(ai-4- a)...(atH- rti) "" ' 

et comme, d'après un théorème classique, le produit 

(«i-t-i) («i-h a)...(ai-h aj) 

est divisible par i .2. • .^2, on a 

, . i.2.3...(ai-i-ai) 

(i) ^ — ■ =- = entier. 

1 .2. . .^1 . 1 .'A. . .a] 

On trouvera de même généralement avec N = «i + «2-+-- • ««/i 

, . 1 .2.3. . .{ai -4- ajH-. . .-+- ««) 

(2) — = entier. 

1 .2. . .ai . 1 .2. . .at» . . 1 .2. . .a/, 

Si l'on pose dans (i) «i = x^ aj = (/i — 1)^, on a N = nx et 

(,vv i.A».. fur . 

5) -, r— = entier. 

1 .2. . .ar. 1 .2. . .(/i — \)x 

D'autre part si dans (2) on pose ai = «2= «3= . . . = a„ = a: 
on a 

relation qui résulte de (3) a/or/jort. Pour le faire voir mettons (4) 



(') Les expressions (i), (a)» (3), (4) sont bien connaes mais en vue de ce 
qui suit il y avait intérêt à montrer qu'elles résultent de Tidentité initiale par 
la suppression de certains facteurs au dénominateur. 
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sous la forme 

a) — j = entier. 

I m A m • • 3b ^ I • ^ • « • *< I 

Changeant dans (4) n en n — i, on obtient 

1.2. . ,(n — i)x 
OU 



, -r- = M (nombre entier) 



1.2. ..(n — i)j*=(i.a.. .a?)'»-*.M; 
remplaçant dans (3) on a 



I . 7. . . . /la^ 

= entier. 



1.2. . .J^.(I .2. . .iF)'»-*.M 



Donc (5) ou (4), ce qui est la même chose, résulte de (3) par la 
suppression au dénominateur du nombre entier M. 

L'expression (3) peut se mettre sous la forme plus explicite 

1.2. ..(/i — i)j-[yi — i.j--hi][/i — r.ar-4-2]...[/i — \.x -\-x — \\nx 

1 .2. . .(/i — i):r. 1 .2. . .(a: — \)x 

ou, en réduisant, 

[n — i.a7H-i][/i — \ .X -^ i\, . \n — i ,x -Jf X — ij 

\.'}..,Ax — I) 

L'expression (3) est donc divisible par n quel que soit x et, en 

posant 

__ [/i — i.y-f-i][/i — iar-}-2.. .][/i — \ X -\-x — 1 j 
^'*"*~' i.2...(a? — I) 

on trouve 

1.2... nx 

1.2. ..(/l — I)X.I.2...a^ 

Changeant successivement /i en n — i , /i — 2, . . • , il vient 

I.2.3.. . nx = i.2...(/i — i)x,i.'i, , ,x,nqn^i, 

1.2.3. . .(/i — i)x = 1.2. . .(/i — 2)a:. 1 .2. . . x(n — i)q„^t^ 

(•Jt*0»«* ô 3C ^— I • 2 • • • 2 3C • I • il • • • ^ • 3 ^}y 

l«A»3«** ^ «^ ■ ■ ■■ I • jfi • • • •><v • l»A»« •X'*^ €# I ^ 

d'où par multiplication 

1 .2. . ./W7 =(i.2. . .a7)".2.3. . .n.griçr,. . ^q^^^q^^x 



— u — 

ou 

(5a) (i.a...ar)« = »-^-3.. .n.^,<7,. . .gr„_jy„_,. 

Dans une Noie insérée aux Comptes rendus de l^ Académie des 
Sciences, 19 décembre 1881, M. Mathieu Weill a démontré par 
un procédé d'analyse combinatoire la divisibilité du nombre 

' "* — — par la factorielle i . 2. . .n. L'équation (5a) implique ce 

théorème et déplus fait connaître explicitement le résultat de la 
division. On voit que le théorème en question, tout comme ceux 
qu'expriment les égalités (i), (2), (3), (4), résulte de l'identité 
initiale avec N := nXj par la suppression de différents facteurs au 
dénominateur. Ils se trouvent restitués dans l'équation (5a) qui, 
en y remplaçant les quantités Çt , ^29- • •> p^i* leurs valeurs, repro- 
duira l'identité initiale. 

On peut pousser plus loin cette investigation et montrer que 
l'entier 

Ei • X • • • /CwC" 

(1.2. . .x)'* 

est en général divisible par une puissance de la factorielle i . 2. . ./i 
supérieure à l'unité, soit (1.2.. ,n)^ avec A > 1 . La proposition 3 
trouvera ici son application. 

Soit p un nombre premier non supérieur au plus grand des 
deux nombres x et n; p^ IdL plus grande puissance de p qui 
divise E. Évaluons d'abord e. 

Par la proposition i , p entre dans le numérateur de E avec un 
exposant 

nx — ^nx 

e,= , 

/> — I 

et dans la factorielle 1.2. . .x avec un exposant 

/? — I 

par suite p entre dans le dénominateur de E avec l'exposant nt^j 
et l'on a 

e = El — nu, c'est-à-dire s = — — ^— • 

P — ' 
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D'ailleurs par la proposition 3 

Par conséquent 

71 — ^ n 
(6) 6 = ^^ y^x -+- k, 



telle est la valeur exacte de l'exposant cherché, ou, comme on dit 
aussi, le nombre de fois que le nombre premier p entre comme 
facteur dans l'entier E. 

5* l'on se contente d'une valeur approchée on peut écrire 

n — 7 n 
- "^ V^ 

s -z > X, 

^ p — \ À^ 

On retrouve ainsi une formule approximative déjà obtenue par 
M. Désiré André («). 

Cherchons maintenant avec quel exposant e', p entre dans 
l'expression 

E^ I • .^ • • • f%JJ 



(1 .2. . ,x)'^\,i , . .n 
Par la proposition i , p entre dans i .a. . ./i avec un exposant 

e,= . 

p-i 

Conservant les notations précédentes on aura donc 

e' = Ej — /lEj — 63, 

et, comme nous avons trouvé 



^>-'*^«= r, _ 1 ^^ "^ ^> 



(*) Dans une Note insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
le i3 février i88a, M. Désiré André a donné ce résultat sons la forme 

z%{a-{'^-\-y -^.,.)P{n) où x désigne l'exposant c, «H-p-l-Y-l-... =V^ et 
où P(/i) représente le nombre de fois que py nombre premier, entre comme 

facteur dans i.a.../i, c^est-à-dire d'après la proposition i. 
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îl vient 



e' = 






Cette valeur ne doit jamais être négative puisque nous avons 
trouvé plus haut que E' est un nombre entier; et en effet il résulte 
de nos notations que Ton a toujours 

Par une généralisation immédiate, p entrera dans l'expression 

ê 

rtm M m Jt • • m wm-Jl- 



avec un exposant 
soit 



(-; 



n — 7 n , . 



et pour que E'^ soit un nombre entier il faut et il suffit que cette 
expression soit nulle ou positive quel que soit p parmi les nombres 
premiers non supérieurs au plus grand des deux nombres x et /i. 
Dans le cas d'un nombre premier p supérieur à la fois à x et 
à n les développements du Paragraphe 1 

a^ = «0-+- aijD -f-. . . (ai<ip), 
n-=bo-^bip-h... (ài<p), 

se réduisent à leurs premiers termes ao, fro* On a 

et l'expression (7) donne simplement 

Dans ce cas aussi les valeurs ci-dessus trouvées pour les expo- 
sants £2, £3 se réduisent à zéro comme cela devait être, eu égard 
aux hypothèses x </?, n<^p; par suite l'égalité 

£*= £| — /l£t — kto 
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se réduit à 



c'=e„ 



d'où l'on conclut 

El = k. 



Il est facile de vérifier ce résultat par la formule classique 

£i =^ ^ I • En effet, dans les notations du Paragraphe 1, la mnl- 

1 = 1 
tiplication nx se réduit aussi au seul terme 



nx = Co 

et pour déterminer A* on a d'abord {voir § I) 

Co = nx = pkçi -+- Co ( Co < /> ); 

d'ailleurs, puisque x<lp^ /i</>, on a nx <Cp^] donc kQ<Cp, par 
suite ^ = /ro= — - 1 » terme unique auquel dans ce cas se réduit 

la série 2 [^]- 

Désignons maintenant par 9- le minimum de ^^x pour tous les 
nombres premiers considérés quand x est mis sous la forme 

a: = flo-hai/? -f- aj/>'H-. .. (ai<ip; y? = (a, 3, 5,7, 1 1 ...). 

Alors pour un nombre premier quelconque de cette suite on aura 
assurément 



2 



arrff. 



Si donc on remplace h par a- dans la valeur de £^', la nouvelle 
expression 

^ — ^'^ r 1 

ne sera jamais négative et il en résulte, remplaçant A par a* dans E'^, 
XXXII. a 
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que la quantité 

(9) ^ = 



(i .9.. . .ar)'»(i .2. . .n)^ 

est toujours un nombre entier (* ). 

Remarque, — Si /x = 1 pour un certain nombre premier on 

a nécessairement o* = i . Écartant le cas illusoire x = i cette cir- 
constance ne peut se présenter que si j: = p^. Alors Texpression (8) 
s'évanouit. En effet, le premier terme s'annule en vertu de Thypo- 

thèse ^[x := I = 0-. Quant à A:, remarquons qu'en mettant n sous 

la forme 

/? = 60 -+- f>ip -f- IftP^ H- . . . 

le produit nx s'effectuera parla simple addition de i à chacun des 
exposants de p dans l'expression de n. On n^aura donc rien à 
reporter d'une colonne à la suivante, par suite A* = o. Dans ce 
cas on a simplement 

1.9,... nx 



F=:E = 



(1.9. . .a7j"(i.2..,/i) 



§3. 



Dans les notations des Paragraphes 1 et 2, un nombre entier 
quelconque x étant écrit dans le système de numération dont 
la base est le nombre premier/?, savoir 



(' ) M. DÉSIRE André, loc. cit., pose Q =: — r^ et énonce ainsi qu'il suit le 

théorème qu implique Tégalité (9): 

« S'il est impossible d'exprimer x par une somme de moins de k puissances 
d'un même nombre premier le quotient Q est divisible par la puissance A'^*"* de 
la factorielle /i. » 

Dans la notation de M. André a?= a -4- p/? -H y/i'h-... doit être considéré 
comme exprimé par la somme de a H- ^ + Y +• • • puissances de /?; savoir a puis- 
sances égales à zéro, p puissances égales à i, y puissances égales à 2, etc. Si x ne 
peut être exprimé par moins de k puissanceson a A: = minimum (01+^ + 7 + ...) — ' 
de notre texte. L'égalité (9) correspond donc bien à l'énoncé de M. André; mais 
dans cet énoncé la signification de la lettre k est toute différente de celle qui est 
attribuée A la même lettre dans le présent Mémoire. 
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on a par définition 

^^ iC = «0 -h €li -+- flf j -+- . . . . 

<T = le minimum ^^ x que donnent les diverses expressions 

de X quand p parcourt la suite indéfinie des nombres pre- 
miers. 

Ce minimum ne peut se rencontrer qu^avec un nombre premier 
non supérieur à x. Car avec un nombre premier quelconque supé- 
rieur à x^ l'expression de x se réduit à son premier terme a© et 

donne \^a: = ;r, tandis que, pour tout autre nombre premier non 

supérieur à ^, on a ^^ < ^. Le nombre x lui-même ne saurait 

donc être égal à a*. 

Nous avons vu également que le nombre entier 

El • ^ • « • IXiJU 



( I . '2 . . . 07 /* 



est toujours divisible par (i .2. • .n)^. Mais la puissance 9- est-elle 
une limite supérieure et sinon, dans quels cas est-il possible de 
déterminer de combien la puissance limite surpasse a*? C^est ce 
que nous nous proposons de rechercher. 
Reprenons à cet effet l'expression 

w — V n 
(I) ^^= ^r!* (21^-^) + ^ [§2; (7)] 

qui fait connaître l'exposant e'' de la puissance du nombre pre- 
mier/? dans le quotient 

„ 1 .2. . ,nx 

"~ (i.a.. .ar)"(i.2.. ./i)^' 

exposant qui selon la valeur de h pourra être positif, nul ou négatif. 
Remplaçant, dans (i), h par 9- -f- [x, où [x représente un nombre 
entier positif quelconque, il vient 
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ce qui peut s'écrire 

n — ^ n n — N n 

Cette formule est exacte quelque soient â; et net jusqu'ici nous 
n'avons rien stipulé sur les grandeurs relatives de ces deux 
nombres. Or, pour déterminer o-, nous pouvons nous borner, ainsi 
qu'il vient d'être dit, à faire varier le nombre premier p sans 

dépasser x. D'autre part, lorsque/? > /i, on a \] /i = /i et la for- 
mule (2) se réduit ks!'= k. Si l'on suppose x> n, alors pour tout 
nombre premier compris entre n el x cette formule est indé- 
pendante de [X et par conséquent illusoire en ce qui concerne 
l'examen de cette quantité. Nous introduirons donc la restriction 
suivante : 

Convention restrictive : x est au plus égal à /i. 

D'après la signification de ^'^ tant qu'en donnant à u des 
valeurs croissantes l'expression (2) ne sera pas négative le nombre E 
sera divisible par /><^(^; il ne le sera plus à partir du moment où 
e" deviendra négatif. 

Or le premier terme de ^ dans (2) étant essentiellement positif 
(ou nul) quel que soit /?, les valeurs de p. susceptibles de 
rendre e" négatif ne se rencontrent que parmi celles pour les- 
quelles 

n — ^^ n 
et, si p est un des nombres premiers qui donnent \^ a; = y, on a 



£'=A - 



'JL 



• /»— I 

Dans ce cas, si Ton trouve 



n-^^n n--^n 



(f^ — 0— - — :r-<^<\^ 



p-i - p — \ 
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le nooibre 

h = 



(l .9.. . .^)'» 



llté ^^ ne peut pas diminuer. 



sera divisible par p^v-^^ et ne le sera pas par p^^^ et cela suffit 
pour que E soit divisible tout au plus par la puissance (t + [x — i 
de la factorielle i • 2 • • . /z. 

Nous sommes donc amenés en définitive à comparer les valeurs 

de k et de — -- — • Celle comparaison se fera aisément dans 

chaque cas particulier par un calcul direct, mais il n'existe 
aucune formule susceptible de rattacher à la variation de x et 
de n ni la variation de k^ ni celle des nombres premiers pour 

lesquels ^x est minimum. II faut donc se créer une méthode 

indirecte d'investigation ; celle dont nous ferons usage repose sur 
la remarque suivante : 

Remarque , — Lorsque n augmente, p restant constant, la quan- 

n — ^n 

ité ^ 

P 

La démonstration directe serait facile, mais elle n'est pas néces- 

n — ^ /i 
saire. Puisque représente par la proposition I (§ 1) 

l'exposant de la plus grande puissance du nombre premier p qui 
entre comme diviseur dans la factorielle i . 2 . . • /z, il est clair que, 
si Ton fait croître n sans faire varier /?, cet exposant ne peut 
décroître. 

Comme conséquence immédiate, quand n croît,/? restant cons- 
tant, n — \^/i ne peut décroître. 

Voici comment cette remarque peut être utilisée : 

Exposé de la méthode d'investigation. 

Soient x eX, n deux nombres donnés respectivement compris 
entre des limites pour le moment indéterminées 
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Pour satisfaire à la convention générale j:</î, nous suppo- 
serons /lo> X. 

Soit encore ' p un nombre premier quelconque non supérieur 
à n^ 

n — yn 
D'après la remarque la quantité ne pourra jamais 

N— 2^ 
décroître quand n croît jusqu'à N, donc — — sera un maximum. 

Imaginons qu'on puisse déterminer X et N de façon que, dans 
le produit /ix, variable dans les limites fîxées, la quantité k qui cor- 
respond à NX soit un maximum. Le désignant par K nous poserons 

no— ^/lo 
(3) K<HL 



p-i ' 
comparant, à dessein, K non avec la valeur maxima correspon- 

N~2^ /lo— ^/lo 

danle mais avec ta quantité minima Supposons 

p — I ^ p — I ^^ 

qu'on ait déterminé le minimum de u pour lequel cette inégalité 
est satisfaite, on aura a fortiori 

K<HL =- 

et il en résulte que pour celte même valeur de [jl on aura partout 
dans le produit variable nx 

p — \ 

puisque d'une part k est égal ou inférieur à K et que d'autre part 

est éeal ou supérieur à 

p — I ^ ^ p — I 

Le nombre p désigne ici un nombre premier quelconque non 
supérieur à n. Si nous le prenons inférieur à x et si pour ce 

nombre premier on a \^a?= o-on pourra conclure, ainsi qu'il a été 
dit plus haut, que le nombre E = n'est pas divisible par 



% 
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(i .2. . ./i)<^l*. Mais si avec/? on n'a poîntNj: = (T l'inégalité 

A: <I jx cesse d'être un critérium de non-divisibilité. C'est 

pourquoi il faut concevoir théoriquement le procédé que nous 
venons de décrire appliqué successivement à tous les nombres 
premiers non supérieurs à j?. Soit /t>' l'un d'entre eux différent de/?. 
Partant toujours des deux nombres donnés ^ et n on détermi- 
nera de nouvelles limites x'^ X'; n^ N' remplissant les conditions 
précédemment imposées à ^q X et /lo N et l'on en inférera un nou- 
veau nombre [V déterminé par l'inégalité 

En continuant ainsi on obtiendra une série de nombres 

f^î fx» fx> ••• 

Soit M le plus grand nombre qui se rencontre, une ou plusieurs 
fois, dans cette suite. On aura l'inégalité 

n — ^n 
A:<M =- 

dans laquelle k se rapporte au produit nx des deux nombres 
donnés et/? à tous les nombres premiers non supérieurs à x] par 

conséquent aussi à ceux pour lesquelsV^ar = o-. Pour ceux-ci 

l'inégalité précédente est, exactement ou a fortioriy un critérium 
de non-divisibilité; on pourra donc conclure que le nombre Ë 
n'est pas divisible parla puissance 0- + M de la factorielle i.â.../i. 

Telle est la conception théorique de la méthode d'investigation; 
il s'agit maintenant de montrer qu'elle est réalisable. 

Déterminons d'abord les limites supérieures X et N. 

X étant un nombre entier quelconque, p un nombre premier 
non supérieur à x^ il existera toujours un nombre entier i tel que 
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et TeTcpression générale de x sera 

où a/.i n'est pas nul et où le minimum de i est 2, eu égard à la 
condition p^x. 

Dans cette formule, le minimum de x correspond à 

o = rto = ai = . . . = «/— j, ^1— I = I • 
On a donc 

minimum :r = p^-^. 

Le maximum s'obtient en donnant à chaque coefficient sa 
valeur maximum p — 1 , d*où 



maximums: =/> — i-f-p — \ ,p -\-. , ,-\- p — i ./?*-* =z pi— i. 

Prenons maintenant pour n un nombre quelconque au moins 
égal au maximum de x, soit 

n = 60 -^ bip -h . . . -f- bi^ipi-^ -h btp*-}-. . . ; 

alors, dans le produit nx où n est fixe et x variable dans ses 
limites, on aura un maximum pour k en prenant x maximum. En 
effet, k étant par défînition le nombre total d'unités reportées 
d'une colonne à la suivante dans la multiplication membre à 
membre des deux expressions 

j: = «0-+- «i/> -H- • . («Oî «1» ...variables), 
/i = 60-1- 61/? -+-. .. (60, 6|, ... constants), 

ce nombre total ne saurait être plus grand que lorsque chaque 
coefficient ao, ^i, ... est le plus grand possible, c'est-à-dire égal 
à ^ — I , auquel cas x est égal à son maximum/)' — i . 
Nous pouvons donc prendre 

a-o = />*-*, X=/>'— I, 

et les limites de x se trouvent déterminées. 

Passons à la détermination des limites de n et prenons, sauf 
justification, 

/lo = X/>*, N = ( X -h i)pf* — I avec h § i, 

OÙ X peut varier de i à /> — 1 . 
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Il s^agit de justifier le choix de N, eu égard à la règle donnée 
dans la méthode d^invesligation. 
On peut écrire 

d'où résulte immédiatement 



formule exacte puisque X <!/>. 

Pour un autre nombre n quelconque de no à N, on aura 

Mais dans le produit nx, où a? est supposé fixe dans ses limites 
et n variable, la quantité k est maximum quand chaque coeffi- 
cient de n est le plus grand possible, c'est-à-dire quand n = N. 

La limite N est ainsi justifiée et Ton voit que le maximum 
maximorum de k correspond au produit maximum NX. 

D'autre part, n étant donné, il existera pour tout nombre pre- 
mier/) un nombre h tel que 

et, par conséquent aussi, une valeur de X pour laquelle 

XpA^n^lX-t-i)/?'» — ! (i^X^/? — i). 
Si l'on fait A = e et A = 1 , on a 

n = 1/^', /?'-+- 1» . . ., 55/?' — i|. 
Avec A = / et exceptionnellement X = o, on a 

c'est, d'après nos conventions, le minimum absolu de n égal à X 
maximum de x. Ici /Iq = /i = N. 

Faisant varier h à partir de /, on peut résumer l'ensemble des 
valeurs simultanées de j: et de n dans le Tableau suivant. Il se 
compose de divisions indiquées par des accolades j et de sub- 
divisions indiquées par des barres verticales | . Les divisions cor- 
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respondent aux valeurs de A, les subdivisions aux valeurs de A. 

I 2/?«, 2/>'H- 1, . . . 3/>'— l| 



n= Ijd' — 1| j|/>'/?^-+-i...2/>* — 1| 



l(7>-i)/''-"S(/?-i)/''-"'-+-i.../>'-^*-ilî 



. . . 






(,-X<;> — I). 

0? étant un nombre donné et p un nombre premier non supé- 
rieur à x^ Texposant i sera déterminé, et /i, quel qu'il soit, à 
partir de />' — i, tombera forcément dans une des subdivisions 
de ce Tableau. 

En faisant varier p et i le Tableau donne pour x tous les 
nombres entiers, sauf l'unité, puisque le minimum de i est 2, et, 
pour n, tous les nombres entiers à partir de/>* — i. 

Pour appliquer la méthode générale, nous aurons à former le 
produit NX correspondant à la subdivision dans laquelle tombe n 
et à déterminer p. par la condition 

K<îx =— , 

p-i 

/lo étant pris dans la même subdivision. 

Nous commencerons par le nombre n= p^ — i , seul de sa sub- 
division. 

On a ici 



^n = ^\ = i(p-i). 
Supposant le produit nX. effectué, on aura dans les notations 
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du paragraphe 1, toutes réductions faites, 

et comme n =^X. =p^ — i, on a ici 

D'ailleurs, on a identiquement 



1 — 2/?' -h/?** = I -4-/> — 'À ./?* -hp— i ,p 



— I . n'+l 



d'où résulte immédiatement 

Co = I , C| = Cj = . . . = Ci'-i = o, 

Ci = p — 2, c/^.l = Ci^-t = . . . = cj/«i = /> — r 
et 

Nous pouvons maintenant évaluer K par la formule générale 

N /ij: = ^^n.^Sx^ k{p — i) [Proposition 3, § i], 

qui devient ici 

^n\=(^ny^K(p^y\ 

c'est-à-dire 

i{p - 1) = iHp - 1)2 - K(/7 - I), 
K = i«(/7 — I) —L 

n se confondant ici avec ses limites /Iq, N, nous avons, confor- 
mément à la méthode générale, à déterminer le minimum de [jl 
dans rinégalité 

n — ^ n 

/> — » 
Or, on a ici 

^ /?'— I — l(/> — l) /?*— I , y « • 

et rinégalité devient 

«*(/> — l) — l < [JL(l-i-7?-4-y>'-f-... + /?'-*) — «fJl 
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ou 

(4) /'(/> — I) -^ i(iJ- - 0< î^(i -^P -^ /?*-+-. . .-^/>'-* ), 

que nous indiquerons brièvement ainsi 

V,<V,. 

Notre but est de trouver le minimum numérique de [a. pour 
lequel cette inégalité est satisfaite quel que soit />, nombre pre- 
mier, et i nombre entier ^2. 

Or pour i = 2, p = '2 Tinégalité devient 

La limite inférieure cherchée ne peut donc être moindre que 3 
et rinégalité (4) est satisfaite par les valeurs minima 1 = 2,/? = 2 
avec !JJ.>3. 

Nous chercherons maintenant à la vérifier avec i elp nombres 
entiers quelconques, à partir de 2 ; par implication elle se trou- 
vera vérifiée pour/> = nombre premier quelconque. 

A cet effet nous remplacerons successivement dans Tinéga- 
lité (i) i et p par t -|- i , /> -4- i et nous comparerons dans les deux 
cas Paccroissement 8V| du premier membre avec Taccroissement 
8V2 du second. Tant que l'accroissement du premier membre sera 
égal ou inférieur à l'accroissement du second l'inégalité sera 
encore satisfaite et la condition 8V|^oV2 donnera dans chaque 
cas un minimum pour y. qui pourra être supérieur au minimum 3 
déjà trouvé avec les valeurs initiales i==:p = 2. Le maximum 
minimorum ainsi obtenu sera la limite inférieure de jx dans l'iné- 
j;alité (4). 

1° Changement de i en /-f- i dans (4). 
On a 

La condition oV|^8V2 est 

( 12 1 -4- I ) ( /> — I ) -h K — 1 5 fx/> ' . 

Elle peut s'écrire 
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ou 

•Il -hl7 IJ. i 

" P — ' P — * 

Cl sera satisfaite a fortiori si Ton pose 



_ 7>' — I 

p — I 
c'est-à-dire 



i-\ 



(5) 21-4- I< îJl(H-/?-4-/)'-f-. . .-r-/> 

Dans rexamen de cette nouvelle condition et de celles que 
nous rencontrerons par la suite, nous aurons à opérer identique- 
ment comme avec l'inégalité (4) • chercher d'abord les valeurs 
initiales minima de {, />, [x qui y satisfont et comparer ensuite les 
accroissements des deux membres quand i et p augmeulent sépa- 
rément d'une unité. 

Or la forme de la condition (5) montre que, si elle est satisfaite 
par trois valeurs i, p, [a, elle le sera encore par les mêmes valeurs /, 
[il et toute valeur supérieure de p. Il suffit donc de l'examiner avec 
p=2; elle devient alors 

2 I H- I ^ JX ( I -h 2 -r 2* -4- . . . - 2^-» ) 

et pour le minimum /= 2 on trouve 

Changeons maintenant dans (5) i en i -\- i . On a 

Accroissement du i" membre = 2, 
Accroissement du a* membre = fx.2', 

et la condition 

2 = {X.2' 

est toujours satisfaite quels que soient [x et i. 

La condition SVi^SV^ estdonc satisfaite quels que soient ielp 
avec \iLy2ela/ortioridL\ec [x>3. On en conclut que l'inégalité (4), 
satisfaite avec [ji^S, /? = 2, 1 = 2, le sera encore avec u>3, 
/>== 2, i quelconque. 
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2*' Changement de p en p -\-i dans (4)* On a ici 

$V, = *« ; 8V, = IX j 1 -f-/7 -H iH- (/) -+- 1)«-4-. . .-f. (/> H- ly- » 

La condition à satisfaire : SYi^oV^ devra être traitée identi- 
quement comme la condition correspondante dans i^ et comme 
rinégalité (4)- Nous appliquerons le procédé sans répéter les rai- 
sonnements. 

On voit d*abord que 8V2 croît avec />. Car en groupant les 
termes deux à deux on a 

oV,= fx ! IH- (/? -f- 1)*— /?*-+- (7> -h l)'» — jo'-H. . .-H (/> -h i)*-î— y>»-» j 

et la différence des deux termes d^un groupe quelconque 
(p -hi)'" — 7?'»= ï-hmp H ; />*-f-. . .-h mp'"-^ 

est positive et augmente avec p. Il sufGt donc encore d'étudier la 
condition 8V| ^ 8Va avec /> = 2 ; elle devient alors 

ou 

(6) eî=li(,4.3/_^i-hi) 

Mé 

et pour le minimum 1 = a on trouve 

limite plus élevée que celles obtenues jusqu^ici. 

Changeant maintenant 1 en 1 + i dans (6) on trouve 

Accroissement du i*^ membre = 21-+-1, 

Accroissement du a* membre = — ! 3'-»-* — a*-*-* — (3^ — 2^-*-* )! 

2 ' ' 

= ^ J2.3'— 2'+lj = fJL(3'— 2'). 

La condition 

2/ -4- i^ fi(3' — 2O 

est satisfaite avec 1=2, }t = i; a fortiori aL\ec p.>4> cUe le sera 



^ 
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aussi quel que soit e ; car changeant encore i en i + i on a 

Accroissement du i*** membre = i, 

Accroissement du a* membre = fx (3^-+-* — 2'-+-* — (3* — 2') = \l (a. 3' — a' > 

et la condition 

1^ ÎJt('2.3' — a') 

est évidemment toujours satisfaite. 

En résumé nous trouvons 4 comme maximum minimorum ; 
telle est donc la limite inférieure de u dans ^inégalité (4). 

De Texamen du cas 2^ considéré isolément résulte que Tinéga- 
lité (4) satisfaite avec [a.>4> e=2, /? = 2 le sera encore avec 
jji ^ 4, i=i 2, /> quelconque. 

Associant les résultats de i® et de 2*^, la conclusion finale est 
la suivante : 

L*inégalîté (4) est toujours satisfaite avec p. = 4 et 1, /? nombres 
entiers quelconques, sauf Punité. 

Elle est donc aussi satisfaite avec p nombre premier quel^ 
conque. 

D'ailleurs l'inégalité (4) est identique à la condition 



avec 



par suite on a 



et il en résulte, comme dans l'exposé de la méthode, que dans^ 
tout produit nx^ où 

n = pi-^î et p^~^<^<p^ — I; 
on a 

n — ^ /i 

puisque n est constant et A'^K. 

Remarquons enfin que la limite [x = 4 conrient à toutes les^ 
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valeurs de /, le minimum e = 2 inclus. Pour des valeurs de / 
supérieures à 2, la limite s'abaisserait. 

Ainsi, en reprenant l'investigation avec i^3, on trouverait, 
quel que soit />, minimum (x = 2 ; avec i > 5, minimum [x = i . 

Généralisation. — Passons maintenant au cas général 
n — I X/>'«, X/?''-hi, ...,(X-f-i)7?*--i|, 

et, comme ci-dessus, 



Notons 

Formons le produit NX 

NX = [X -+-1 )^^ — I] [/?'- I ] = I — />'— (X -f- i)/?''-h(X -h i)pA-»-', 
et Ton a identiquement 
NX = I 4- (/? — I )/>*■+■ (/? — ^'■^* -4- . . . -4-(/> — I )7?A-i -h ( ^ — X — a )7?* 

Pour la valeur limite X^=p — i, le coefficient de /?^ devient 
égal à — I et la formule est en défaut. On la corrige immédiate- 
ment en écrivant ce terme et le suivant 



sans changer les autres termes, sauf le dernier qui devient 

(p^i)ph^i. 
Notons ici 

X=/,~i, N=/?A-Hi_,, ^N =(/* + !)(/>- 1), 



""o-^ 



/to 



no = (p — i)p^, Vn„ = 7? — I, — — — — =/?*— I 
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et l'on a bien . 

NX = I -+-(/) — !)/?*-+-(/? — l )/>^-^* -+- . ..-+-(/> — \)p^* -f- ip — 2)/?'*-»-* 
-h{p — l)/>*-^»H-. . .H-(7? — l)/>*-+-'. 

Procédant, nous trouvons 

Évaluons maintenant dans les deux cas la quantité K. qui cor- 
respond au produit NX par la formule 

2nx=2n.2x-k(./>-.)., 

On trouve d'abord 

h(p — i)= [A(/> — i)-f-X].M> — 0— K(/> — i), 
K = e[A(/> — i)-+-X]— A, 

no — ^ /lo 
et la condition K <C m. est 

(7) ,-[A(^«.i) + X]-/i<|xX^^. 



Ensuite 
X=/> — I, 



{à-^i){p^i)={h-^i){p-i).iip-'i)-K(p-i), 
K = i(^ H- 1) (> — 0— (/' -^ I), 



no — V /io 



et la condition K <C IJ. est ici 

^» p-i 

(7') «(A-hi)(p-i)-(/i-+-i)<ix(/>A_,). 

Or, en faisant A r=^ — i dans Tinégalité (7), on aurait 

t ( ^ -H I ) ( /> — I ) — /' < fJt ( /> ^ — I ) , 

et il est clair que si cette dernière inégalité est satisfaite, l'iné- 
galité (7') le sera a foriiorL 11 suffit donc d'examiner l'inéga- 
xxxii. 3 
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lité (7) en y comprenant la valeur limite X = /? — i . De la sorte, 
le cas exceptionnel rentre dans le cas général. 

L^inégaiité (7) contient deux nouvelles indéterminées h et X. 
Montrons d^abord que si elle est satisfaite avec deux valeurs parti- 
culières A, X, elle le sera encore avec toutes valeurs supérieures 
de ces deux quantités. 

Nous procéderons comme avant, changeant successivement h 
en A -h 1 et X en )v -f- 1 , et comparant les accroissements des deux 
membres. 

Changement de h en h -h i dans (7). — L'inégalité (7) peut 
s'écrire 

A [ ^(P — I ) — 1 1 -H ï X < UA ^- , 

p — I 

d'où 

Accroissement du i*^ membre = i(p — i) — i, 
La condition à remplir est 

et si elle est satisfaite pour une valeur quelconque de A, elle le 
sera a fortiori pour une valeur plus grande. Il suffit donc de la 
vérifier pour h = i, valeur minima. Elle devient alors 

et comme on a toujours 

la condition est, a fortiori] toujours satisfaite. 

Changement deXenX-^-x dans (7). 

Accroissement du i**" membre = i, 



La condition est 



ph — X 
» 2 » = \L ' 



._ P^—\ 
l<fi^- 

P I 



et il suffit encore d'y remplacer h par 1; elle devient alors 

*< • 
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Le premier membre est indépendant de p', le second, qui est 
égal à iH-/?-|-/>^H-- . .+ p'"*, croît avec/?; on peut donc y rem- 
placer/? par son minimum 2, et il vient finalement 

condition qui est satisfaite avec {= 2, |x^ 1. 

Elle le sera encore avec / >• 2 ; car, changeant i en / H- 1 , l'ac- 
croissement du premier membre est i, celui du second est \l 2', 
toujours supérieur. 

Notre assertion est donc justifiée, et il suffit, pour déterminer [x 
dans (7), d'y faire A = t, X= i. 

L'inégalité est alors 

pi — I 

i[i{p^i)-\-i]—i< II- 

ou 

(8) l*(> — £)< fJL(l-4-/?-+-/)»-4-. ..-!-/?'-»). 

En la comparant avec l'inégalité (4), qui se rapporte au cas 
particulier /i = X = /?' — 1, on voit que si (4) est satisfaite, (8) 
le sera a fortiori. Il en sera donc de même de (7). Un nouvel 
examen est, par suite, inutile, et nous pouvons prendre [Ji. = 4 
comme limite inférieure valable dans tous les cas. 

Première conclusion. — Quels que soient, dans le Tableau 
général ci-dessus, x, /i, i et/?, on trouvera dans le produit nx 

n — ^ n 
(9) ^-<4 „_, . 

X eln étant donnés, si l'on fait parcourir à/? la suite des nombres 
premiers non supérieurs à x^ on obtiendra pour chaque nombre 
premier un nouveau tableau, et, quelle que soit la subdivision à 
laquelle n appartienne dans ces diilérents^tableaux, la condition ( 9) 
sera toujours satisfaite. 

Cela étant, elle subsistera aussi lorsque le nombre premier /? 

sera un de ceux pour lesquels /x est minimum. Mais dans ce 

cas, c'est-à-dire avec z^^ = 6, il a été expliqué en détail dans ce 
Paragraphe, notamment dans l'exposé de la méthode d'investi- 
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galion, que Tinégalité (9) est un critérium de non-divisibilité du 
nombre 

I • ^ • • • g^Ju 



E = 



(l. I .. .a:)'* 



par (1.2.. ./i)^+* et il en résulte enfin que le nombre E sera divî- 
sible tout au plus par la puissance 9 -h 3 de la factorielle 1 . 2 . . . n . 
Toutefois [x== 4 n'est qu'une première approximation et il est 
possible d'abaisser cette limite. 

Cas dans lesquels [Ji=:i. Faisant jx = i dans l'inégalité (7) 
qui exprime la condition générale 

K<iJi =— , 

p — I 

on obtient 

(10) £*[/*(/?— 1)-+- )v] — A< X(i-h;)-4-/>»-i-...-f-/)/*-») 

Rappelons que la quantité maxima K correspond ici aux valeurs 
maximaX=:/?' — i,N = (X+i)/?^ — 1 (vo/r généralisation). 

Nous avons vu que si cette inégalité est satisfaite pour certaines 
valeurs i^p^ A, X elle sera satisfaite pour toutes valeurs supé- 
rieures de h et de X, les autres quantités restant constantes. 

Introduisant dans l'inégalité l'hypothèse 

A = i H- i 
elle devient 

«[(t-M)(/>--l)-+-Xj — (t-M)< X(l+/?-f-. ..-f-/)'). 

Pour les valeurs minima i==2=p^ ce qui implique X = i il 
vient 

L'inégalité est donc satisfaite pour des valeurs quelconques 
de ij />, X, avec A > t -|- i . 

Conclusion. — Si l'on a 

pour tout nombre premier non supérieur à :r, o* sera la puissance 

la plus élevée de la factorielle i • 2 • . . /i qui divise le nombre 
1.2... nx 
(1.2. . ,x)^ 
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Dans le tableau des valeurs simultanées de a? et de n la con- 
clusion précédente qui résulte de Thypothèse A = « -f- 1 s'applique 
à tout nombre n situé dans la troisième division du tableau ou 
dans une division supérieure. Avec e = 2, par exemple, le tableau 
est 

j I />*/?' -M . . . 2 />* — I I 2/?* . . . 3/?* — I I . . . I (/? — i )/)* . . ./?' — I 1 1 

n 

Examen du cas h = i. Le nombre n dans cette hypothèse 
appartient à la seconde division du Tableau, qui se réduit à 

X 



n 



] \pi.,.ipi—\ |2/?*...3/?'— I I ... I (/? — I )/?'.../>'■-+■* — l I } 

Pour Fexamen de ce cas il faut faire dans (10) h^^i^ d'où 
(n) i«(/> — i)-+-i(X — i)<X(i-h/?-4-...-4-y-«. 

Cette inégalité doit être satisfaite avec X <;/>, et son exactitude 
dépendra des valeurs relatives des indéterminées qui y figurent. 

Ci-joint rénumération de tous les cas possibles. Les valeurs 
correspondantes de/>et deX sont inscrites en dessous de ces deux 
quantités et en regard les unes des autres. 

p, X. Inégalité (n). 

2 i en défaut 



f = 2 



> 



t = 3 



1 = 4 



3 1,2 id. 

( 53 id. 

( ^ 4 satisfaite 

I en défaut 
\ I id. 

I 2 satisfaite 

I en défaut 

^ 2 satisfaite 
7 5 > «d. 

2 I en défaut 



^3 ^ I satisfaite 

i^ 5 ' f 2 5 ï d. 
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Si Ton remplace dans (ii) X par [x, on retombe sur l'inéga- 

lité (4)^ quî exprime la condition K< u. dans le pro- 
duit NX avec no = n = N = X = /?' — i ; Tinégalité (4) est donc 
satisfaite avec jx=:i, i^5 et la remarque en a déjà été faite en 
terminant Texamen du cas unique où n coïncide avec ses limites 
extrêmes. 

En résumé, le Tableau des valeurs simultanées de x et de n^ 
pour lesquelles Tinégalité (ii) est toujours satisfaite, quel que 
soit />, est 



i =5, n=zpi — I } |/?'',/î''-M, . . .2/)* — 1 1 2/>'",. . . 3/?* — i|3/?'... 

En prolongeant ce Tableau indéfiniment, on retomberait sur le 
cas A^f + i examiné tout d'abord, et la condition i^5 dispa- 
raîtrait. 

Le produit nx de deux nombres quelconques, pris dans le 
Tableau ci-dessus, donnera 

car l'inégalité (ii) exprime la condition générale {iL=i, c'est- 
à-dire 

Ha — ^/»o 

K< =— , 

p-\ 

K se rapportant au produit NX dans lequel X=/>' — i est un 
nombre fixe, et N un nombre variable égal au maximum de n 
dans une subdivision quelconque du Tableau, tandis que n^ repré- 
sente le minimum de n dans la même subdivision, et nous avons 
vu que la condition [x == i entraîne 

n — 7 n 
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puisque no, /i, N étant pris dans la même subdivision, on a 

^ p — i P — ^ 

Le nombre a: étant choisi égal ou supérieur à 2^, il y aura tou- 
jours un nombre premier/?, tel que /?'""* <x<;/>* avec i^5 qui 
conviendra par conséquent au Tableau ci-dessus. Il peut se faire 
que l'expression arithmétique de x au moyen de p 

donne \^x = o*. Dans ce cas, ainsi qu'il a été expliqué en détail 

au début de ce paragraphe, l'inégalité k < dans le pro- 
duit hj: oii n^x est le critérium de la non-divisibilité du nombre 
E = par /><''*■* et, par suite aussi, par (1.2... n)^* . 

Donc si />, dans le Tableau ci-dessus, est un des nombres pre- 
miers pour lesquels \[x = (t, le nombre E ne sera pas divisible 

par la puissance c-h i de la factorielle i .2. . ./i. 

Bien que, /!«, n, N appartenant à une même subdivision du 

no — ^,/io 
Tableau, l'inégalité K< — > relative au produit NX, 

n — ^ /t 
entraine k < dans le produit nx, il pourra arriver que, la 

première inégalité n'étant pas satisfaite, la seconde le soit; on en 
rencontrera de nombreux exemples. 

Cas particuliers et exemples. — Notons d'abord 

n = bo-\- bip -Jf àfp^-i- 

Dans le produit nXj on aura évidemment o = A* < — — • 

(Voir Remarque, § 2.) 

Mêmes conclusions avec n ==/?*, x quelconque. 

Dans le premier cas, an a évidemment a- = i , et l'on en con- 
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dut que le nombre E = /'^'"^^ n'est pas divisible par le carré 
de la factorielle i .2. . .n. 

Exemple 1. — Soit maintenant 

Nous écartons les hypothèses /? = 2 et 1-1-^ = 2^ qui ramè- 
nent au cas précédent. 

Dans la Tableau qui correspond à /?, on a « = 2; a: est égal au 
deuxième nombre inscrit au Tableau, et n tombe dans la pre- 
mière subdivision qui correspond à X = i . 



/lo N • 

L'inégalité (11)^ qui exprime relativement au produit NX la 

condition K< > est en défaut {voir l'énumération). 

Mais il pourrait se faire qu'avec un autre produit on trouvât 

/r «< • Prenons, à titre d'essai, le produit Na:. On peut 

l'évaluer directement. 
On a 

Na:= [/? — i-h(/>— i)jD -M ./?î](i -+-!./>) =Go-^C|/>H- G,/>*-^ C3/?», 
dans les notations du Paragraphe 1. Ici 

Co = /> — 1, C|=2(/? — 1), C, = /?, Cs = i. 

On ramènera cette expression à la forme exigée dans le sys- 
tème de numération de base/>, savoir 
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ê 

par les opérations indiquées au Parag^raphe 1. 

Co=/? — I = Co, Cl = I. /)-+-/)— 7., Cl H- Al = ' '_P i~ ' > 

kT^ ^1 kt Ci 

Gj -+- Aj = 2 = C3 si /? > a. 

On a donc 

k = ki-¥- Aj = 2 avec /) > 2 ; 

on aurait 

A = 3 avec p = i^. 

Dans tous les cas, on a 

A< ^, 

c'est-à-dire 

7. < 2/? avec /? > 2, 

3 < 2/> avec /? = 9. 

De plus, on a 

= ^ =/?-+-!, 

d'où suit, avec/? >► 2, 

/lo— ^no 
A< = 

Soit maintenant n un nombre quelconque entre les limites /to, 
N et A', la quantité qui correspond au produit nx. On aura cer- 
tainement 



n — 7 n 

A-'<— ^^, 



/? — I 



puisque k' est au plus égal à Ar et que est au moins égal 

no— 2^no 
à ^ 



D'autre part, on a \^:r= 2 et l'on peut être sûr que 2 est le 

minimum ^:r, c'est-à-dire o*. Car, en supposant toujours /? > 2, 

le nombre or = 1 -+- i ./> est un nombre pair, donc un autre nombre 
premier P ne donnera pas x=P^ (seul cas dans lequel on 
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trouverait a = i ), à moins -que P = 2, d'où '^ = i -4- i ./? = îi*, 
hypothèse écartée au début. 

Cela étant, d'après une remarque souvent répétée, la condition 

n -'\ n 
/> — 1 

est un critérium de la non-divisibilité du nombre E^= ' "' 

(i.2...jr)'» 

par p^^ , d'où l'on conclut que ce même nombre E avec :r = ^ -f- 1 , 
p >- 3, et n = I />^, /7^ -I- 1 . . . 2 />* — I [ est divisible par le carré de 
la factorielle 1 .2. . .n, mais non par une puissance supérieure. 

Exemple 2. 
x = ip^ /io = />*, N = 9,/?*— 1 = /? — i-f-(/> — 1)/> -Hi./?'; 






2ar = 2, 2N = a/?-i, =/> + ', 



/> — I /> — I 



^-xp. 



On a encore t = 2 dans le Tableau^ et l'inégalité (11) est en 
défaut. 

Evaluons le produit N:r. 

Nj- = (a/>«— i) 2/> = — «2/? -h 4 />» = (/> — 2)/> -!-(/> — !)/>«-♦- 3/>», 

développement exact en admettant /? >- 3. 
Dans cette hypothèse, 

et la formule 

donne 

2y>=(2/> — i)-x — A(/> — I); A = 2, 

et l'on a, comme dans l'exemple 1 , 

n.-y^n^ N-VlV 
^< =— < =-. 
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On en conclut, comme dans cet exemple, que dans tout pro- 

duît nx ovLX = 2pelp^:^n:^2p^y on a k'<C ■;^ — • 

D'ailleurs, ici encore, c =: 2, et il en résulte que le nombre 
^ "= (iX\\,X^py^ *^^^ /? > 3 et /z =r |/?2, />2 -u , . . . 2/>^ — 1 1 n'est 

pas divisible par une puissance de la factorielle i.2...n supé- 
rieure à 2. 

On pourrait multiplier les exemples de ce genre, qui montrent 

que Ton trouvera k < -^ — avec des valeurs de n plus rap- 
prochées de X que ne l'indique la méthode générale, et il est pos- 
sible quco* soit dans tous les cas l'exposant maximum de la puis- 
sance de 1 .2. . .n qui divise , ; mais il ne serait pas facile 

de resserrer les limites /lo, N, de manière à obtenir une certitude 
à cet égard. 

Sauf le cas isolé no=N = X = />' — i, les résultats obtenu» 
jusqu'ici ne s'appliquent qu'aux nombres x et n, qui ne sont pas 
compris dans les mêmes puissances consécutives d'un même 
nombre premier. S'il en était autrement, c'est-à-dire si x et n se 
trouvaient tous deux dans la première division du Tableau, la 
méthode générale ne pourrait plus s'appliquer sans modification. 
La difficulté consisterait dans le choix de limites /lo, N suscep- 
tibles de conduire à un maximum numérique pour pi dans l'iné-^ 

galité K «< a > et il faudrait avoir recours à d'autres 

° » p — I 

moyens. Dans son étendue actuelle, le présent travail suffit 
néanmoins peur montrer le parti que l'on peut tirer théorique- 
ment de la quantité k dont la nature n'indique a priori autre 
chose qu'un élément matériel de calcul numérique. 
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SUR LES ZÉROS D'UNE CLASSE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES; 

Par M. Georges Remoundos. 

1. M. P. Palnlevé, dans son Cours à l'École normale supérieure 
sur les fonctions abéliennes, a signalé comme vraisemblable une 
proposition, qui est une extension aux fonctions non uniformes du 
célèbre théorème de M. E. Picard, sur les valeurs d'une fonction 
uniforme dans le voisinage d'un point singulier essentiel isolé (*). 

J'ai confirmé, dans certains cas intéressants, l'idée de l'éminent 
géomètre par une Note présentée à l'Académie des Sciences, le 
20 avril 1903 (^). 

J'espère que prochainement j'établirai cette extension dans le 
cas le plus général, à l'aide des intégrales abélienpes et en suivant 
une marche analogue à celle qui a permis à M. Picard d'établir 
son théorème. 

Je me propose de développer ici la Note citée en indiquant en 
même temps comment ces considérations se rattachent à un théo- 
rème plus général, concernant les zéros d'une classe très étendue 
de fonctions ayant une infinité de branches. 

2. Considérons l'équation 

(1) F(«, m) = <jo(u)-4- <j|(a)Ai(^)-f-ff*(w)Ai(5)-f-...-f-ffv(")Av(>5) = 0, 

où A^(z)^ A2{z)f •••) A,i(^) désignent des fonctions transcen- 
dantes entières de genre fini et a"o(w), a'i(w), ..., o'v(w) des 
fonctions entières de u absolument quelconques. 

Considérons pour le moment u comme paramètre, et appelons 
valeurs exceptionnelles de u celles pour lesquelles F(5, i/) admet 
un nombre fini de zéros. 

S'il y a des valeurs de u pour lesquelles F(>3, u) soit une cons- 
tante, ces valeurs sont toutes exceptionnelles; une telle valeur est 
Pinfini ('); cette valeur exceptée, toutes les autres annulent à la 

( ' ) Voir Traité d'Anafyse, l. III, p. 346. 

(') Je prie le lecteur de combiner la lecture de cette Note avec celle du pré> 
sent Mémoire. Pour abréger, je la désignerai par la lettre ( N ). 

(^) F(jr, x) n'est pas une constante» si tous ces c.Cm) ne sont pas des poly- 
nômes; cependant) l'infini est toujours une valeur exceptionnelle. 
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fois 9t(u), <J'2(w), ..., 9y{u) (sinon on pourrait abaisser v). 

Pour abréger le langage, j'appellerai (E) leur ensemble. 

Soient ai, a2, ..., ay, av^.i, v -h i, valeurs exceptionnelles ne fai- 
sant pas partie de (£). D'après les hypothèsesF(zai ), F(^a2), ..., 
F(^av) et F(zaLy,^^) seront des fonctions entières de genre fini 
n'ayant qu'un nombre fini de zéros et peuvent, par conséquent, se 
mettre sous la forme ( * ) 



(V 



i 



F( «, ai) = P, (z)eQi •«), F(5,a,) = P,(^)eQ.(=), 



F(5,av) = Pv(-5)<?^'v(=), F(s,av4.|) = Pv-Ki(5)e«vW^'. 



Posons 







<yi(«»i) <iî(a)i) ... (Jv(wi) 


?(«*>!, 0),, .. 


,a>v) = 


<y!(Wl) ffî(Wj) ... <Jv(W2) 

• •••• ••■•• ••• •■••• 

<Tv(c«>v) <Tî(Wv) ... <Tv(Wv) 

(A' = I, 2, 3, ..., v). 



= [<ïl {^k)i <fi(^k), "',9s (wa)] 



Je démontrerai que les nombres ai, a^, ..., Oy, o^+i pris va v doi- 
vent vérifier l'équation 



(3) 



0(W|, 0)2, .. .,COv) = O, 



c'est-à-dire que v quelconques de ces nombres doivent constituer 
une solution de cette équation. 

Enefiet, s'il n'en était pas ainsi, l'élimination deA|(z), A2(2),...y 
Av(>8) (qui serait possible) entre les équations (2) nous condui- 
rait à la relation suivante : 



/ <p(a,,a„...,av4-i)PiC<î«— o(ai,a3, ...,av-f-i) Pî«^' +••• 
(4) I -+-(— i)*-^*<p(ai, ...,aA_i,aA+,,...,av-Ki)PÀC^»-+--.. 

-+-o(a,,a„...,av)Pv-HiC^'+« 



= C, 



où C est une certaine constante. 
Or, cette relation est impossible, à moins que toutes ces quan- 

(') Voir É. BoREL, Leçons sur les fonctions méromorphes, p. 56. 



- 46 - 

tités 9(a2 «3 . . . s^+i)) ^(ai a3 . . . ay^i), ..., ^ (ai aj . . . oiv) ne soient 
nulles (*). 

M. Borel a fait une étude approfondie des relations de la 
forme (4) beaucoup plus générales que celle-ci et démontré leur 
impossibilité, à Taide de la théorie de la croissance des fonctions 
entières, dans son important Mémoire. J'y renvoie le lecteur et je 
crois inutile de répéter ici la démonstration, qui est fort simple 
dans le cas qui nous occupe, car une dérivation de la relation (4) 
nous conduit immédiatement à une relation de la même forme, 
ayant une exponentielle de moins. 

Je dois remarquer que j'ai supposé que A| (2), A2(z), . . .,Av(5), 
sont des transcendantes distinctes, c'est-à-dire qu'il n'y a pas 
entre elles de relations linéaires avec des polynômes comme coef- 
ficients. 

Cette hypothèse, qui ne diminue pas la généralité de la ques- 
tion, entraîne le fait qu'aucun des Q(^) n'est une constante. 

En désignant par (E) l'ensemble des racines de Téquation, cha- 
cune étant accompagnée par ses valeurs équivalentes, 

(5) <p(a,,aj, ...,av-i,a)) = o, 

on a le théorème suivant : 

I. La fonction u(z) à un nombre infini de branches, définie 
par l* équation {i)^ prend dans le domaine de l^ infini toutes les 
baleurs, sauf, peut-être, un ensemble dénombrable qui fait 
partie de l'ensemble (E). 

. Ce théorème s'applique dans le cas où le nombre des valeurs 
exceptionnelles non équivalentes dépasse v, c'est-à-dire le nombre 
des transcendantes distinctes qui figurent dans F(2, u). 

3. Je dois ajouter que l'on arriverait aux mêmes résultats si 
l'on supposait que «-©(w), o'i(w), ..., Vy{u) sont des fonctions 
uniformes quelconques, n^ayant que des points singuliers essen- 

(') Voir É. Borel, Sur les zéros des fonctions entières {Acta Mathematica, 
l. XX, p. 385). Nous supposons ici que, parmi a,, ot,, . .., a^, a^„ il n*y a pas 
deux valeurs équivalentes. Deux valeurs «i el a\ seront diles équivalentes lorsque 
le rapport F(^, a^) : F(^, 9.\ ) est une fonction rationnelle. Si at| est 'exceptionnel, 
%\ Test aussi. 



% 
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tiels isolés; alors les points limites de l^ensemble (E) seraient 
parmi ces points singuliers essentiels, qui pourraient être aussi 
des valeurs exceptionnelles. 

Dans les cas où les ^(u) admettent des lignes singulières essen- 
tielles, il pourrait se faire que Tinfini fût un point dUntermina- 
tion incomplète de la fonction u(z), diaprés la terminologie de 
M. Painlevé (*), c'est-à-dire que l'ensemble des valeurs exception- 
nelles fût continu, une aire, par exemple. 

4. Passons maintenant au cas, qui a fait l'objet de la Note (N), 
et qui présente le plus grand intérêt; c'est le cas où F(z, u) est 

un polynôme, par rapport à u. Soit 

(6) /(«, M) = aV-|-Ai(-5)MV-»-»-4-A,(2)MV-«4-...H- Av-i(5)aH-Av(-5)=o. 

Ici, on voit tout de suite que la fonction <p(a)|,a)2, ...,a>v)est 
toujours différente de zéro, lorsque les valeurs des a>i, lon, • . .,(0v 
sont distinctes et n'appartiennent pas à (E). 

Quant aux valeurs (E), elles n'existent que dans le cas où le 
nombre des transcendantes distinctes qui figurent dansy(z, u)esl 
moindre que son degré v, et sont au plus v, l'infini compris. Elles 
sont d'une nature tout à fait différente des autres, car elles ne dé- 
pendent pas du tout des coefficients A (2) ; elles seraient toujours 
exceptionnelles, quelles que soient les fonctions A(2), pourvu que 
la forme de l'équation /( 2, u) = o reste la même. Nous pouvons 
les appeler valeurs exceptionnelles ybrme//^^. 

On en déduit immédiatement les théorèmes énoncés dans la 
Note (N). 

Je n'ai pas cherché à reconnaître si le théorème (I) nous per- 
met de trouver des fonctions à un nombre infini de branches 
définies par (i) et pour lesquelles le nombre des valeurs excep- 
tionnelles soit limité, au plus égal à v + 1, l'infini compris. 

5. Appelons genre de la fonction à v branches définie par 
l'équation (6) le plus-grand des genres de ses coefficients A| (2), 

•^2(2), ..., Av(z). 

(') Sur les singularités des fondions analytiques et, en particulier^ des 
Jonctions définies par les équations différentielles ( Comptes rendus^ t. CXXXI, 

1900)- 
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On donnerait une pareille définition de son ordre. L'ordre 
ainsi défini reste invariable quand on efTectue sur u une trans- 
formation homographique. 

En effet, en posant 



aut , ^ , , , 

i^ = _ iad — oCyéo)y 

CUi ' -^ 



on trouve une équation de la forme 

(7) u\ 'hSLi(z)u\''^-^ Bf{z)u\''* -4-...-l-av i(^)mi -h av(^) = o. 

dans laquelle les a (2) désignent des fonctions méromorphes dont 
Tordre est au plus égal à ^ ( * ), si ^ est le plus grand des ordres des 
A (z). La transformation homographique ne peut donc élever 
Tordre. Elle ne peut non plus l'abaisser, car alors la transformation 
inverse, qui est de même nature, relèverait. Les résultats récents 
de MM. Boutroux et Lindelof ne nous permettent pas de dire la 
même chose pour le genre. 

On voit que la définition que je donne ici est en parfait accord 
avec celle du genre ou de Tordre des fonctions méromorphes 
donnée par M. Borel. 

6. M. E. Maillet, dans son important Mémoire Sur les fonc- 
tions entières (Journal de M. Jordan, fascicule IV, 190a), appelle 
fonctions quasi entières et quasi méromorphes les fonctions de 
la forme 

(8) /^.) = ^,(_i_j + <p.(j^J ^...+ y,(_l_), 

OÙ çpi (/), «p2(0? • • •? ?''(^) désignent des fonctions entières ou mé- 
romorphes et déGnit Tordre d\ine telle fonction dans le voisinage 
de chacun des points singuliers essentiels. Il démontre (\xxef(^z) 
peut se mettre sous la forme d'un produit 

(9) /(^) = 4"(jzb-.)'4'«(]r=:^)' •••'■^(7:^;)' 

OÙ ^i(^), *.*) ^v(^) sont aussi des fonctions entières ou méro- 
morphes. 

(') Voir Emile Borel, Leçons sur les fonctions méromorphes t p. 62. 
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Cette propriété nous permet détendre facilement au cas où les 
A(z) sont des fonctions quasi entières ou quasi méromorphes 
toutes les propositions que je viens de démontrer ici. 

7. Convenons d'appeler fonction algébroide toute fonction à un 
nombre fini de branches, définie par une équation telle que (6), 
où les A(z) sont des fonctions entières ou méromorphes. On dé- 
finirait de la même façon les fonctions quasi algébroïdes . 

J'ai donc démontré le théorème suivant : 

II. Toute fonction transcendante algébroide ou quasi algé- 
broide à V branches et de genre fini prend dans le domaine de 
l^ infini toutes les valeurs, sauf i^ au plus. Si le nombre des 
valeurs exceptionnelles est supérieur à 2v, la fonction u{z) est 
algébrique. 

8. £n terminant, je dois observer que l'on pourrait généraliser 
tous les théorèmes précédents en utilisant les relations exponen- 
tielles, dont l'impossibilité est démontrée par M. Borel dans son 
Mémoire déjà cité des Acta mathematica (* ). 

Observation. — Le théorème (I) suppose explicitement que 
tous les A(^) sont des transcendantes. Le cas contraire nécessite 
une discussion spéciale que je ferai dans un autre travail. 

Ici j'observe que, pour certaines valeurs exceptionnelles, le 
nombre des exponentielles, qui figurent dans le premier membre 
de la relation (4) peut bien se réduire. Cela arrive dans les cas 
où, parmi les ai, aj, . . ., (Xy^i, il y a des valeurs équivalentes 

Il n'y a que le second membre qui ne subira aucune réduction. 
Il est aisé de voir qu'il est égal à ^(ai, a2, . . ., OvOv^i), avec 



*(a,,a„ ...,av, av+i) = 



<yo(ai) <yo(aî) ... <ïo(av) <yo(av-«-i) 
a,(a,) <T,(a,) ... a,(av) <y|(av^i) 



En appliquant donc toujours la proposition fondamentale de 



(*) Au moment de la correction des épreuves, nous ajoutons que ce théorème 
de M. Borel va assez loin pour nous affranchir de toute restriction sur le genre 

dC5A,(5). 

XXXll. 4 
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M. Borel (Mémoire cité), si l'on veut, par suite, tenir compte de 
toutes les valeurs exceptionnelles, on doit exprimer le théorème 
en question par la seule condition 

<t>(a,, a,, . . . , «v, «v^i ) = o. 

Ainsi, V -h I valeurs exceptionnelles autres que (E) doivent 
satisfaire à cette relation. 



SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT PESANT 
GUIDE PAR UNE COURBE RIGIDE; 

Par M. L. Lecornu. 

L'expérience dite bouclage de la boucle donne une certaine 
actualité à la question suivante que je me propose d'examiner 
ici en détail ( * ) : 

Quelle doit être la forme d^une courbe rigide, située dans 
un plan vertical pour qu'un mobile pesant qui parcourt cette 
courbe sans frottement exerce sur elle une pression constante. 

Pour fixer les idées supposons jusqu'à nouvel ordre que la courbe 
tourne sa concavité vers le bas et que le mobile posé du côté de 
cette concavité est animé d'un mouvement descendant. J'appelle 6 
l'angle aigu de la tangente avec l'horizontale, v la vitesse, p le rayon 
de courbure. Je prends la masse du mobile égale à l'unité et je 
désigne par g son poids, par X^ l'action de la courbe sur le mobile 
égale et opposée à la pression constante du mobile sur la courbe. 

On a la relation 

(I) ^ = ^(X-i-cos6), 

à laquelle s'ajoute l'équation des forces vives 

L'arc élémentaire ds est lié au rayon de courbure par la for- 

(<) M. Bourlct {Nouvelles Annales^ avril igoS) a déjà abordé cette question 
et montré que, même en tenant compte d'une résistance proportionnelle au 
carré de la vitesse, le problème se ramène à des quadratures. 
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mule Q z= —• L'élimination de p et de ds donne 

^^^ V "■ x-hcose' 

d'où, en appelant k une constante arbitraire, 

(4) ^'=^ 



(5) 



cosO 
Portons dans (i) celte valeur de v. Il vient 



^(X-hcosO)' kg 



Le rayon de courbure est donc proportionnel au cube de la' 
vitesse. Soit y la distance du mobile à Thorizontale sur laquelle 
sa vitesse s'annulerait. On a 

(6) y = :rz = 



La comparaison des équations (5) et (6) donne 

(7) P=^,^r^- 

Le carré du rayon de courbure est donc proportionnel au cube 
de l'ordonnée. 

On retrouve là une propriété connue de la parabole ; celle-ci 
est une solution particulière de la question : elle correspond au 
cas où la pression est nulle. 

Signalons en passant la solution singulière p = oo, cos8 =. — X, 
qui correspond à une droite inclinée : il est clair d'ailleurs que 
toute trajectoire rectiligne répond à la question. 

L'équation (4) admet une interprétation remarquable. Si l'on 
construit Vhodographe du mouvement en menant par une origine 
fixe un vecteur égal et parallèle à la vitesse p, les coordonnées 
polaires d'un point de cette hodographe sont r,0. On en conclut 
immédiatement que : 

L^ hodographe est une section conique. 



- 52 



Soient a le demi-grand axe de celle conique et e son excentricité. 
En identifiant l'équation (4) avec l'équation 



on trouve 



ç = Lj 

I -H tfcosO 



I ke k\ 



V " - riryi - x«":r-, 



D'après cela Thodographe est une ellipse, une parabole ou une 
hyperbole suivant que la pression du mobile sur sa trajectoire est 
supérieure, égale ou inférieure au poids. 

La vitesse aréolaire sur l'hodographe est v^ ;y7 o" — • Elle est 

donc, en vertu de la relation (5) égale à la constante kg. Comme 
l'origine de Thodographe est un fojer de la conique, la constance 
de la vitesse aréolaire montre qu'on se trouve en présence du 
mouvement planétaire. En d'autres termes : si x^y sont les coor- 
données du mobile pesant, le point dont les coordonnées sont 

dx dy , 

m^ 'Si ^^ mew/ exactement comme une planète. 

Voici un corollaire de ce théorème. On sait que la vitesse du 
point qui décrit l'hodographe est identique à l'accélération totale 
du mobile considéré. Or, dans le cas présent, l'accélération totale, 
par hypothèse, est la résultante d'une accélération verticale g et 
d'une accélération \g normale à la vitesse. Ces deux composantes 
sont constantes. Si l'on revient à Thodographe, on voit que : 

Dans le mouvement planétaire la vitesse est à chaque instant 
la résultante de deux vitesses constantes, Vune perpendiculaire 
au grand axe et l'autre normale au rayon vecteur issu du 
Soleil. 

Il est d'ailleurs aisé de vérifier directement ce résultat. 

Une autre conséquence du même théorème consiste dans la 
possibilité d'utiliser, pour Tétude du mouvement avec pression 
constante, les formules classiques dans lesquelles intervient l'ano- 
malie excentrique. 

Admettons d'abord que l'hodographe soit elliptique et appelons u 
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Tanoroalie excentrique. On a 

V = a{i — e cosii), 

^ cos a — e . -, i/i — e^s'inu 6 , / \-\-e u 

cosO= 9 sin8 = -^ , tane:- = 4/ tang — » 

I — ecobu I — ecosu ° 'a y i — e ^i 



u — e sinu = ni. 



Le moyen mouvement n qui figure dans celte dernière formule 
est égal à la constante des aires, qui est ici kg^ divisée par ab. Donc 

n = — ^£= = £/ÎEZ\ 
a*/i — e' ae 

Ces équations déterminent, en fonction du temps, la vitesse v et 
Tinclinaison de la tangente sur l'horizontale. 

L'ordonnée j^ est fournie immédiatement par la relation 

(8) r= — = — (i — ccosa)'. 

Pour avoir l'abscisse x^ il suffit d'intégrer la relation 

dx = cosôcff = V cosBdt = — (i — ecosu)(cosu — e.)du. 

Le calcul ne présente aucune difficulté et, en remplaçant n par 
sa valeur, on trouve 

(9) X = — eu-\-{i-\- e^)sinu — - sintiu . 

/i — ««yç-L 2 4 J 

On connaît ainsi :r, y en fonction de l'anomalie excentrique, et 
par conséquent en fonction du temps. 

Si l'on forme l'expression ds = \/dx'^-\- dy^, on trouve 

ds = — (1 — e cos uydu = -r==. y du. 

L'intégration donne 

/i — gî^LV 2/ 4 J 
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La valeur de y peut se mettre sous la forme analogue 

a* / €» e» \ 

Ces diverses formules montrent que l'expression 3 ^5 -f- (2-f-e*)a; 
est fonction linéaire de sinu, sin2//et par conséquent s'exprime 
algébriquement en fonction de y. L'arc s est donc fonction algé- 
brique des coordonnées de son extrémité variable. 

La valeur de x ne se présente sous forme réelle que si l'excen- 
tricité e est inférieure à l'unité. Dans le cas où l'hodographe est 
hyperbolique (e >> i) on ramène à la forme réelle en posant u= ico, 
ce qui introduit des sinus et des cosinus h^^perboliques. Les for- 
mules deviennent 

(lo) x= — I co) H- (i -4- e')Sha) — -Sh^w , 

^/c>— iL 2 4 J 

y = — IH Ji e Gh w H Ch 2(0 , 

^ -^^ l a > J 

eu /e«— I 

to — éî Sh 0) = £^t . 

ae 

Les deux coordonnées sont infinies en même temps que /. 
La courbe, symétrique par rapport à l'axe des y, présente deux 
branches paraboliques dont les directions asymptotiques sont 

langô = d:y/«*'* — i. La valeur de x, positive pour les petites va- 
leurs de ^, devient ensuite négative : il y a donc un point double 
réel sur l'axe des y. 

L'hodographe est constituée par la branche d'hyperbole tour- 
nant sa concavité vers le foyer. 

Le cas intermédiaire e = i correspond à l'hodographe parabo- 

ke 
lique. Remplaçons, dans la formule (9), a par sa valeur 

Pour que x demeure fini quand e tend vers l'unité, il faut que u 
soit infiniment petit. Développant alors la valeur de u suivant les 
puissances croissantes de Uj on reconnaît que u doit être du même 

ordre que y/i — e. 

Si Ton pose ' = o, il vient à la limite 

2/1 — € * 



"f;('-ç) 



?> 
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On trouve aussi 

La trajectoire est une courbe unicursale du cinquième ordre 
avec un point double réel (©*= 5) et deux branches paraboliques 
à direction asjmptotique horizontale. 

Si Ton fait croître e jusqu'à -l-oo, on parvient au mouvement 
parabolique ordinaire dont Thodographe est une droite verticale. 

Restent à examiner les valeurs négatives de e. Le changement 
de signe de e, et par conséquent de X, nous avertit que la pression 
est renversée, c'est-à-dire que le mobile est de l'autre côté de sa 
trajectoire. Pour bien voir comment les choses se passent, partons 
de la position pour laquelle = o et soit v^ la vitesse correspon- 
dante. La formule (4) devient i> = (^o r r- Remplaçons X 

par 7> e' étant la valeur absolue de e. Nous avons ainsi 

v=zv^ ""^ e _ • Si e' est compris entre i et oo, l'hodographe 

est une branche d'hyperbole tournant sa convexité vers le foyer. 

Les directions asymptotiques sont données parcos8 = — , d'où 

tangO =zyje''^ — i . La valeur (lo) de^, dans laquelle il faut main- 
tenant changer e en — e', ne s'annule plus pour aucune valeur 
de <0| autre que zéro, c'est-à-dire qu'il n'y a plus de point double 
réel sur l'axe de symétrie. 

A mesure que la valeur absolue de e' se rapproche de l'unité, 
les deux asymptotes de l'hodographe tendent à se confondre ; fina- 
lement, pour e'=i, l'hodographe se réduit à une demi-droite 
horizontale. En même temps la trajectoire du mobile a pour 
limite une droite horizontale sur laquelle celui-ci se trouve posé : 
pour une pareille droite il est clair que la pression exercée par le 
mobile est égale à son poids, ce qui correspond bien à l'hypo- 
thèse e'= 1. 

Supposons enfin e' compris entre l'unité et zéro. L'équation (i) 

mise sous la forme — = ^(cosO 7] montre que p est main- 
tenant négatif, et en particulier que pour le point de départ (8 = o) 
la concavité de la courbe est tournée vers le haut. L'hodographe 



> 
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est d^aillears ellîplîque et Toa retrouve la forme de trajectoire 
déjà rencontrée pour les valeurs de e comprises entre zéro et 
Tunité avec cette seule difTérence que le point de départ est k un 
sommet inférieur au lieu d^un sommet supérieur. 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 



QSlSi 





Les trois figures ci-dessus résument toute la discussion. La 
figure I correspond à l'hodographe elliptique (X supérieur à i ou 
inférieur à e — i). La figure 2 se rapporte à l'hodographe hyper- 
bolique avec valeur positive de \Çh<i i) et la figure 3 à l'hodo- 
graphe hyperbolique avec valeur négative de a(X > — i). Les petits 
disques hachurés indiquent de quel côté de la trajectoire circule 
le mobile pesant. 

IMFLUEHGE DE LA FORME DES ÉQUATIOHS EH GÉOMÉTRIE AHALTTIQUE; 

Par M. C.-A. Laisaut. 

Il y a longtemps déjà j'ai publié, dans le Bulletin de la Société 
mathématique de France, une Communication intitulée : Sur la 
représentation analytique des figures et leur segmentation, 
où je faisais ressortir la possibilité de représenter à volonté une 
partie seulement d'une courbe donnée. Les remarques très brèves 
que je présente ci-après se rattachent un peu au même ordre 
d'idées, tout en étant différentes de celles que je viens de rap- 
peler. Elles reposent sur la limitation qu'on s'impose dans le 
champ de variation d'une coordonnée x^ si dans l'équation de la 
figure entre une fonction ^{x) qui devient imaginaire lorsque x 
dépasse certaines valeurs limites. 

Je me bornerai, pour plus de brièveté, à des exemples simples. 

Soit^ = sin^ ou^ — sinar = o l'équation d'une sinusoïde. On 
peut aussi bien l'écrire x — arc siny=:o, et elle représente la 
courbe entière, tout comme la précédente, puisque y ne varie 
qu'entre — i et -|- i, mais qu'à chaque valeur dej^ correspondent 
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une infinité de valeurs de x. De même, x — sin^ = o, ou 
y — arc sin x = o représente toute la sinusoïde S|. Si nous écri- 
vons (y — sinx)(j; — sinj^) = o, nous aurons Téquation de l'en- 
semble des deux sinusoïdes. Mais (y — sin x) {^y — arc sinx) = o 
représentera seulement la partie de la figure comprise entre les 
deux parallèles AD et A'D' à O^, puisque x ne peut varier que 
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de — 1 à -r 1 ; c^est-à-dire toute la sinusoïde S| et une partie seule- 
ment (PO F) de la courbe S. De même (x — sin^) (x — arc sin^) = o 
représente toute la sinusoïde S et Tare G'OG de la courbe S|. 
Elnfin (j' — arc sinx) (x — arc sin^) = o représente la partie com- 
prise dans le carré DED^E\ c'est-à-dire une figure ajrant quatre 
points d'arrêt. 

On reconnaîtrait de même que arc sinx = arc sin^ est une 
équation qui représente un segment de droite, diagonale E'E du 
carré DE D^E' dans la figure précédente. 

Je pourrais rappeler aussi l'exemple de la courbe avant pour 

équation ^'= cos^x; elle a ou n'a pas un point d'arrêt sur O^. 
suivant qu'on se croit obligé de donner à x des valeurs exclusive- 
ment positives, ou qu'on s^autorise à faire varier x de — oc à -r- 3C. 
Enfin, j'ai entendu des mathématiciens fort éminents, à qui je 

posais la question, se demander si ^' = x ou ^ = (^x)^ sont deux 
équations qui représentent bien la même figure. 
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Tout ceci montre à quel point la forme des équations importe 
en Géométrie analytique, et quelles précautions devraient s'im- 
poser dans renseignement, lorsqu'on opère des transformations 
de calcul. 

SUR UN HTPERB0L06RAPHE A LIQUIDE; 
Par M. E. Estanàve. 

Considérons une courbe C dont Téquation, rapportée à deux 
axes rectangulaires, esly =^f{x) et une sécante AB, soient A et B 
deux points consécutifs d^intersection de la droite et de la 
courbe C. Cherchons l'enveloppe de la droite AB qui limite sur 
la courbe C une surface d'aire donnée. 

Tout d'abord, on peut remarquer que si l'aire ACB est con- 
stante le point de contact de AB et de son enveloppe sera au 
milieu de AB; il suffit pour s'en convaincre de considérer la po- 
sition infiniment voisine de la droite AB. 

Par suite, ^©ij^oj «^o JK« étant les coordonnées de A et de B, 
les coordonnées d'un point de la courbe F, enveloppe de AB, 
seront 

(^) ^^yi±yi „„ /(xo)+/(^.)_ 

'A À 

On peut considérer l'aire constante S comprise entre la 
droite AB et la courbe C comme la différence entre l'aire du tra- 
pèze AabB et celle de la courbe C, a, b étant les projections de A 
et B sur l'axe des x. On a, par suite, 



(3) 






On obtiendra l'équation de la courbe V enveloppée par la 
droite AB en éliminant j?o ^^ ^t entre les trois équations (i), (2) 
et (3). 

Nous examinerons en particulier le cas où la courbe C est du 



second degré. 



Si C est une conique, la courbe F est une conique homothé- 
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tique. La courbe F est donc un cercle, une ellipse, une parabole 
ou une hyperbole, suivant que la courbe C est un cercle, une 
ellipse, une parabole, une hyperbole ou même un système de 
deux droites constitué par les asymptotes de l'hyperbole. 

D'après cela, on voit que la courbe C n'est pas, en général, plus 
simple que la courbe F, sauf dans le cas où la courbe C est formée 
par un système de deux droites. 

Considérons en particulier ce cas qui va nous conduire à l'hy- 
perbolographe, qui est le but de cette Communication. Le prin- 
cipe de cet appareil est, en effet, fondé sur une propriété bien 
connue de la tangente à l'hyperbole. 

Si l'on considère une branche d'hyperbole dont les asymptotes 
sont OA, OB, on sait que l'aire du triangle AOB, déterminée 
par la tangente AB sur les asymptotes, est constante quelle que 
soit la tangente AB à l'hyperbole considérée. 

Cette branche d'hyperbole peut donc être considérée comme 
l'enveloppe du troisième côté d'un triangle AOB d'aire con- 
stante. 

Si nous considérons {fig* i) une cuve prismatique DOE, D'O'E' 



contenant un volume V de liquide, l'aire du triangle AOB dé- 
coupé par la surface libre AB, A'B' sur la face DOE restera con- 
stante lorsque l'on fera pivoter la cuve autour de l'arête 00' 
supposée horizontale, car 



AOBx 00= V. 



Par suite, dans ce mouvement de pivotement autour de OO' la 
surface libre du liquide enveloppe un cylindre hyperbolique dont 
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les génératrices sont parallèles à OO'. Toute section normale 
à 00' sera une branche d'hyperbole identique à celle qu'enve- 
loppe la droite A6. 

Cela posé, on peut déterminer les relations qui existent entre 
le volume V de liquide, l'angle aco au sommet de la cuve et les 
longueurs a, b des axes de l'hyperbole enveloppée par AB. 

En désignant par \ la longueur de Paréte OO', S la surface 
constante du triangle AOB, a et 6 les axes de l'hyperbole, 
Ton a 



b 

tangb) = "» 
d'où l'on tire 


4 


CL — % / i 


/v 

6— 2l / Y tango). 


y X tango) 



Si nous voulons obtenir une hyperbole qui a pour axes non plus 
a et 6, mais Ka, K6, les formules précédentes nous montrent 
que (o aura la même valeur et que le volume V de liquide à intro- 
duire dans la cuve sera 

V=K«V. 

Donc, les volumes de liquide à introduire dans une même cuve 
pour obtenir deux hyperboles homothétiques sont entre eux 
comme le carré du rapport d'homothétie. 

Remarque, — La courbe dessinée parle liquide sur la section 
droite n'est pas à considérer dans son entier. Si, par exemple, 
pour fixer les idées, on considère une cuve prismatique à angle 

Fig. 1. 




B' M 



B 



droit, tous les points de la courbe dessinée {fig* a) ne font pas 
partie de l'hjperbole équilatère. 
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En effet, AB étant la tangente à la courbe menée parle point B, 
point extrême de la course du liquide, le milieu de AB sera un 
point extrême de l'hj^perbole. Nous devons limiter la courbe par 
deux parallèles aux asymptotes menées par les milieux M et N 
de OB et OA', les points B et A' étant les positions extrêmes de la 
nappe liquide. 

On sait, d'autre part, que le rayon de courbure de l'hyper- 
bole j:y = m^ en des points d'abscisse a: = m, 2 m, 3 m, ... va 
très rapidement en grandissant et, par suite, la portion d'hyper- 
bole située après le point C d'abscisse 4^^ se confond sensible- 
ment avec une parallèle à l'asymptote. La partie intéressante de 
la courbe est justement celle comprise entre les points C et D que 
dessine le liquide. 

Grâce aux résultats signalés par M. C.-A. Laisant dans un 
Mémoire (*) sur la segmentation des figures planes où il indique 
le moyen de représenter, par une équation, un fragment d'une 
courbe à l'exclusion de toute autre partie, nous pouvons donner 
la représentation analytique de la portion CD de l'hyperbole des- 
sinée par le liquide. U suffit de poser, avec M. Laisant, 

/ If '^ — ftinc / h \iln< 

X 






avec la relation ab = m*, ab étant les coordonnées du point C, 
ba celles du point D. 

On a encore, en éliminant le paramètre f, 

Lx — L/n . h y — Lm 

arc sin 7—; z — ■+- arc sin -7— ; = o. 

Là — Lm L 6 — L/n 

Dispositif expérimental. — Le dispositif que j'ai adopté se 
compose essentiellement d'une cuve prismatique triangulaire 
(DOE, D'O'E') (Ji{f' i) ayant au sommet l'angle des asymptotes 
de l'hyperbole à tracer. La cuve est mobile autour d'un axe 
horizontal parallèle à l'arête au sommet OO'. Son mouvement de 



(') Bulletin de la Société mathématique, t. XVIII, p. ia3. 
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pivotement, qui doit être assez lent et continu, est obtenu à Taide 
d'un mouvement d'horlogerie approprié. 

Pour fixer sur une surface plane les diverses positions de la sur- 
face du liquide de la cuve, j'ai pris, dans une première série d^ex- 
pérîences, des plaques de cuivre et, comme liquide, une dissolu- 
tion d'un sel de mercure. Le bichlorure ou l'azotate donnent des 
dépôts très nets de mercure sur le cuivre préalablement décapé, 
avec de l'émeri, par exemple. 

Dans une autre série d'expériences, j'ai pris des plaques de fer 
avec une dissolution de sulfate de cuivre. 

Les plaques ont la môme forme que la cuve et viennent s'ap- 
puyer, parallèlement aux' faces triangulaires de la cuve, sur les 
faces DO D'O', EO E'O'. Elles sont maintenues par des taquets 
placés en DD', EE' et 00'. Le liquide approprié étant introduit 
dans la cuve, on dispose la plaque et Ton fait pivoter lentement la 
cuve jusqu'à ce que la surface libre du liquide vienne dans le voi- 
sinage du bord EE' et ensuite du bord DD'. On retire alors la 
plaque sur laquelle se trouve dessinée la branche d'hyperbole. La 
courbe dessinée doit, comme je l'ai dit, être limitée par des paral- 
lèles aux asymptotes menées par les milieux de OD et de OE. 

Dans les expériences faites, j'ai utilisé des cuves de zinc vernie 
d'angle au sommet de 90° et 60°, mais on pourrait se servir de 
cuves à angle variable, analogues nu prisme à angle variable utilisé 
en Optique. On a ainsi à sa disposition deux variables ta et V, ce qui 
permet de tracer des hyperboles d'axes donnés à l'avance a et b. 

Remarques. — Si l'on voulait avoir non plus sur une surface 
métallique, mais sur du papier les images de ces hyperboles, on 
pourrait prendre une plaque photographique qu'on a préalable- 
ment voilée en l'exposant à la lumière et la placer dans la cuve où 
l'on a mis un volume V d'un révélateur quelconque. Après fixa- 
tion du cliché, on pourra tirer sur papier des épreuves de l'hy- 
perbole tracée par le révélateur. 

On peut aussi remarquer qu'on peut prendre pour profil C des 
fragments de courbes simples dont le tracé est facile. Par exemple, 
si le profil C est constitué par une branche de parabole et la tan- 
gente au sommet, le contour F est une courbe du quatrième 
degré. 



"% 
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Flotteurs. — En terminant, nous rattacherons le principe 
expérimental, qui nous a servi de point de départ, à la théorie des 
flotteurs. 

Si nous considérons, en effet, un solide pesant qui flotte à la 
surface d'un liquide, la surface libre du liquide détache dans le 
solide, supposé homogène, un volume constant (le poids de son 
égal volume de liquide est égal au poids du corps). Les plans de 
flottaison qui découpent ainsi dans le corps des volumes égaux 
enveloppent une surface dite surface d^ isocarène qui est, en 
général, une surface compliquée. Dans le cas d'un corps prisma- 
tique cette surface est simple. 

Si nous considérons, en eflet, un corps de forme prisma- 
tique {Jig' a) DOE D'O'E', si on le fait flotter verticalement, la 
ligne de flottaison sera Â6 A'B'. La surface d'isocarène sera un 
cylindre hyperbolique qui est aussi le lieu des intersections des 
plans de flottaison. 

On peut imaginer qu'on passe d'une position à la position voi- 
sine en faisant tourner le corps d'un angle infiniment petit autour 
de cette génératrice. Pratiquement, on peut incliner le flotteur en 
déplaçant la charge : on aurait là un autre mode de génération de 
l'hyperbole, mais il paraît physiquement moins commode à réaliser 
que celui que nous avons adopté. 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS, 



REMARQUE SUR LES ZÉROS DES FONCTIONS ENTIÈRES; 
Par Al. Michel I^ktiiovitcii. 

Soil F(^) une fonction enliri*e d'un genre fini p, Désip^nons 
par M(r) le maximum du module de V{z) lorsque le module de z 
est égal à r, r étant une variable réelle positive. 

On sait que, quel que soit le nombre réel et positif a, le produit 

reste inférieur à un certain nombre fini N lorsque r varie de o à oc . 

Je me propose d^ indiquer comment la connaissance : 

I** D'une limite supérieure du nombre N correspondant à 
une valeur donnée de a; 

2" De la valeur que prend F( :?) pour ^ = o ; 

3** Du genre p de cette Jonction, 

Permet de calculer des limites inférieures des modules des 
zéros de F(w) et, d'une manière plus générale ^ des valeurs 
de z pour lesquelles F(;) prend une valeur G donnée à 
Vavance, 

Tout d'abord régalilc 

(i) M(r)e-«'''*'<\ 

entraîne, comme l'on sait, la suivante : en posant 

(21) r(5) = rto-f- ^ii « -f- rtj^î-t-, . . 

on aura 

où cet (3 sont des constantes numériques ayant pour valeurs 

D'autre part, d'après un résultat <|uc j'ai démontré dans un 
xxxfi. 5 
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travail anlérîeur [liulletin de la Société mathématique de 
France, t. XXIX, lyoi, p. 3o3-3i'Jt) : si Ton désigne par X le 
plus petit module des zéros de la série (2) et si Ton forme la 
fonction 

(5) "(/•)= ^2 l""!''"'"- 



on aura 

(6) >> '""^l 



y/u(r) 



quelle que soit la valeur de la variable réelle et positive r. 

L'inégalité (6) subsistera manifestement si Ton substitue aux 
coefficients ^i, <22, ^3, ... les quantités définies par le second 
membre de l'inégalité (3), de sorte qu'on peut prendre 

1 

le second membre de (6) fournira une limite inférieure de X 
quelle que soit la valeur réelle et positive /*. Va en particulier en 

faisant r = ^ on arrive à la proposition suivante : 

Une limite inférieure des modules des zéros de la fonc- 
don F(5) est donnée par V expression 

(8) 



où K désigne une limite supérieure deN;Ale module deF{o); 
aet b deux constantes numériques ayant pour valeurs 

6(/) désignant la transcendante 

6(<)=2«""'- 

1 
Les constantes a et 6 restent les mêmes pour toutes les fonc- 



\ 
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lions F(z) d'un même genre p et sont faciles à calculer une fois 
pour toutes. On trouvera ainsi : 

Pour p = Oy 

a = tf = 2,7183; ^ = (9.) = 1,0689; 

Pour /> = I , 

n = /ïë= 2,33iG; 6 = 0(i) = 1,9.913; 

Pour/? = 2, 

a= yjtf = 2,oi';i8; A = 0(f) = i,5383; 

En remplaçant dans (8) A par |F(o)— C| celte expression 
fournit une limite inférieure des valeurs de;; pour lesquelles ¥{z) 
prend la valeur donnée C. 



SUR LES FONCTIONS REPR£IENTÉBS PAR UNE CLASSE ÉTENDUE 

D'INTÉGRALES DÉFINIES; 

Par M. Michel Petwovitch. 



I. — Généralités. 
1. Les intégrales de la forme 

(I) fK{t,z)dt, 

OÙ R est une fonction rationnelle en z^ à coefricients fonctions 
quelconques de /, sont susceptibles de représenter des fonctions 
analeptiques arbitraires de la variable s. 

En ell'et, toute fonction analytique de z se laisse définir, et 
cela d^une infinité de manières y par des intégrales de la 
forme (1), qui la représentera dans telle ou telle partie du 
plan. 

Ainsi* la formule fondamentale de Caucliv 



F(5) = ; / ^ dt, 
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ainsi que celles qui s'en déduisent par des diirërenlialions, des 
changements de la variable ou du chemin d^intégration, etc.» 
fournissent des expressions analytiques de la fonction F(z) sous 
la forme (i). 

On en déduit une infinité d'autres formules, du même type .en 
les appliquant à des fonctions assujetties à des conditions plus 
particulières. Telles sont, par exemple, les formules de Stieltjes ( » ) 

» 

[où 'f et ^ sont la partie réelle et le coefficient de i dans F(/£)], 
applicables à des classes étendues des fonctions; ou bien les for- 
mules, en nombre illimité, de la forme 

F(3)= f \\{t,z)V(t-^v.i)dl, 

valables, la première dans les cas où la fonction F(^) est holo- 
morphe pour les z à partie réelle plus grande que \ la seconde 
lorsque F(5) est holomorphe pour les z à coefficient de / plus 
grand que [jl (^), etc. 

Une fonction F(5) étant donnée par son développement de 

Taylor 

F(i) = Ao-H A|(5 — a) -h A,(^ — a)*-t-..., 

le coefficient A^ se laisse mettre d'une infinité de manières sous la 
forme 



(*) Stibltjes, Sur le développement de\o%V{a) {Journ. de Math, puret et 
appl., 1889, p. 4î»5-44'i )• 

(') Petrovitcii, Généralisation de certaines formules de Stieltjes (Rendi- 
conti del Cire, matem. di Palermo, t. XVII, igoS). 
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ou sous la forme d^une somme de termes (a); ceci fait, on aura ^ 

A i-{z—a)r{t) 

On connaît des solutions particulières du problème d'expri- 
mer A„ sous la forme (2) pour des cas très étendus. M. Le Roy, 
par exemple, a indiqué la manière de mettre A„ sous la forme 

toutes les fois que A,i est une fonction de n régulière dans le do- 
maine de rinfini, ou encore si A,, est exprimable par une série 
procédant suivant des puissances positives quelconques de n et^ 
en particulier, si An est une fonction algébrique de n régulière à 
rinfini ou n^aj^anl qu'un pôle (*). 

D'autres solutions sont fournies par celles du problème des 
moments trailé récemment par MM. Stieltjes, Borél et Le Roy, et 
consistant à mettre une suite dénombrable de quantités Ao,A|, 
A2) •.., sous la forme 






de 



On peut, d'ailleurs, transformer ces formules en une infinité 
d'autres rentrant dans le type (2). Dans des cas particuliers, on 
aura des solutions diverses du même problème par de 'nom- 
breuses intégrales définies connues de la forme (2) {'^). 

Certaines classes spéciales de fonctions F(^) se laissent expri^ 
mer par une formule de la forme (i) par des procédés particuliers 
ne convenant qu'à de telles fonctions. C'est ainsi que les formules 
connues 



/" [F(o 



/ 
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)-hzF'(zt)\dt=i^{z). 



de r 



fournissent le moyen d'exprimer le logarithme, ou l'arc tang, ou 



(') Annales delà Faculté des Sciences de Toulouse, 1900. 

(*) yoir, par exemple, les formules de la page 77 de ce Mémoire. 
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bien la racine carrée d'une fonction rationnelle quelconque de z 
sous la forme d'une intégrale portant sur une fonction ration- 
nelle de Zy etc. 

2. Remarquons maintenant (\uune fois la fonction F (5) 
exprimée d'une manière quelconque sous la forme (1), on 
saura l'exprimer d'une infinité de manières par une intégrale 
de la forme que nous avons ici en vue. 

En eiïet, il existe un nombre illimité de fonctions ^(/, z)^ ra- 
tionnelles en z et jouissant de cette propriété que pour toute 
valeur de Zy appartenant à une certaine partie du plan, on ail 

(3) f^{t,z)dt = o. 

Ainsi, Tare d'intégration L formant un contour fermé et P(/, z)^ 
Q(/, 2) étant deux pol^^nomes en ;; à coefficients fonctions uni- 
formes en ty si les deux équations 

P = cc, Q = o, 

pour I >3 I <C a (a étant un nombre réel et positif donné) n'ont pas 
de racines en t comprises à l'intérieur du contour L, on aura 

pour toute valeur de z à module inférieur à a. 

SI le chemin L coïncide avec l'intervalle (0,00), on peut prendre 
pour 4>(^, z) la fonction 

1 X^cos^ — z^ 



(où X est un nombre réel et positif quelconque); l'intégrale 

cosnt 



f. 



»-^^' 



dt 



étant nulle pour toute valeur positive de n, on aura 
pour toute valeur de z à module inférieur à ).. 
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D« même, oo sait qu^il y a une infinilé de fonctions f(/) jouis- 
sant de celte propriété que, pour /i = o, i, 2, ..., on ait 



i 



^(t)endt = o(^); 



on construira, à l^aide de telles fonctions, une infinité de fonc- 
tions ^(t^ z) satisfaisant à la condition (3), etc. 

De telles fonctions ^(t. z) existent pour un chemin L quel- 
conque; en en ajoutant autant qu^on voudra à la fonction figurant 
sous le signe de l'intégrale (1), on aura des représentations ana- 
lytiques, en nombre illimité, de la fonction donnée F(2) sous la 
forme de Tintégrale portant sur une fonction rationnelle en z, 

3. Les fonctions F(5), définies par des intégrales (i), ne sont 
donc pas des fonctions spéciales : toute fonction analytique est 
susceptible d'être exprimée d'une infinité de manières sous cette 
forme. 

De plus, à des fonctions F(z) compliquées, à des transcen* 
danles irréductibles aux fonctions usuelles coiTCspondent sou- 
vent les fonctions R(^, z) rationnelles en ^ à coefficients fonctions 
très simples. Tel est, par exemple, le cas de la fonction 



g-an 



i^ze-^'* 



(le chemin L étant l'intervalle o, 00) correspondant à la transcen 
dante irréductible 



(-)=2 



5" 





/a -+- bn 
ou bien le cas de la fonction 

(L étant l'intervalle o, 00) correspondant à la transcendante 



F(5)=^log(a-+-6n)««, 



(') Voir, par exemple, Boriil, Leçons sur les séries divergentes, Cbap. II.' 



— 72 — 

Des transcendantes pareilles se présentent, d^ ailleurs, 
d'elles-mêmes dans une foule de problèmes variés y directe- 
ment exprimées sous la forme que nous avons ici en vue. 

Ainsi I^inlégrale de Téqualion 

dx dy 

où f est une fonction rationnelle en z et quelconque en or, sera, 
lorsqu'on y fixe la valeur de x^ une fonction de z qui s'exprime 
par des combinaisons simples de fonctions fournies par des qua- 
dratures et de certaines fonctions Y{z) directement exprimées 
sous la forme (i). 

En y faisant, par exemple, ^ = 00, on aura la valeur asympto- 
tique de l'intégrale exprimée comme fonction du paramètre z. 
La valeur asymplotique, par exemple, de l'intégrale de l'équation 

dans les cas où l'équation 

est à l'intégrale uniforme, sera ou bien une fonction rationnelle 
de la transcendante 



ou bien rationnelle en e**^*^, ou bien algébrique en sn[a6(5)], 
où a, le module de sn et les coefficients de ces fonctions ration- 
nelles ou algébriques étant constants. 

Étant donnée une équation algébrique du premier ordre 

(4) ^{-'y%) = ^' 

il points critiques fixes et du genre zéro, l'évaluation de l'inté- 
grale / y dx ou, plus généralement, de 

(5) fK{x,y)dx 
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(R étant rationnelle en y, quelconque en x)y conduit également 
aux transcendantes dont nous nous occupons ici. CarTintégrale j^ 
sera une combinaison rationnelle d'une certaine fonolion 



u = 



Cwi-h iVj 



fournie par Tinlégralion d'une certaine équalion de Riccati, rat- 
tachée à Téqualion (4). L'intégrale (5) sera donc de la forme 

OÙ P est une certaine fonction rationnelle en C à coefficients 
fonctions de X dépendant algébriquement de i^^, i^a? «^Nj «^a et des 
coefficients fonctions de l'équation différentielle (4) • d'e sera 
donc une fonction de la constante d'intégration C qui se présente 
directement sous la forme (i). 

Dans le cas, par exemple, de l'équation bien simple 



l'intégrale 



a pour valeur 






/ (y-\-'oL)dx 
C yaTz ^ ■ • • • 



A. Supposons maintenant qu'on se donne à l'avance une inté- 
grale déterminée (i), où les coefficients de la fonction rationnelle 
Ry ainsi que le chemin L, soient précisés. Il y aurait un intérêt 
manifeste à étudier les particularités de la fonction F{z) qu'elle 
représente directement sur l'expression analytique ainsi donnée, 
sans chercher à la ramener à des combinaisons explicites de fonc- 
tions connues. C'est à cet ordre d'idées que se rattache la pré- 
sente élude. Je m'y propose, en particulier, d'indiquer quelques 
relations existant entre certaines particularités des fonctions figu- 
rant comme coefficients dans la fonction rationnelle R et celles de 
la fonction F(^) elle-même, correspondant à la fonction R et le 
chemin d'intégration donnés. 
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Tout d'abord, le développement de Tinlégrale en série ordonnée 
suivant les puissances de la variable z met en évidence la possi- 
bilité d^exprimer la fonction F{z) comme combinaison simple de 
diverses puissances de z et de certaines fonctions 6(2) jouant^ 
par rapport à F(z)f le rôle d^une espèce d'éléments simples. 

Les coefficients des séries 

6 (5 ) = ao -f- ai -« -+- flj 5* -4- . . . 

ainsi obtenues et correspondant à ces éléments simples appa- 
raissent sous la forme 



a«= I ■A(t)[r(t)]ndt, 



OÙ les fonctions A(/) et r(t) dépendent algébriquement des coef- 
ficients de la fonction rationnelle R. 

La forme même de la dernière intégrale, déjà étudiée sous 
quelques rapports et dans certains cas plus particuliers, rend par- 
ticulièrement faciles diverses recherches concernant, par exemple, 
la manière dont an varie avec /i, ses limites supérieures ou infé- 
rieures, sa valeur approchée ou valeur asjmptotique pour n très 
grand, la convergence des séries 8(s) et diverses autres particula- 
rités des fonctions 6(w) (zéros, singularités, valeurs asymptotiques, 
mode de croissance, etc.). 

Les résultats récents sur les séries de Taylor et sur les fonctions 
représentées par des intégrales définies, comme par exemple ceux 
de MM. Hadamard et Le Roy, y trouveront un vaste champ d'ap- 
plications variées. Je me bornerai à en signaler quelques-unes les 
plus directes, n'ayant pour but que d'en faire ressortir la possi- 
bilité et l'intérêt d'une théorie plus complète des fonctions faisant 
l'objet de ce Mémoire. 

IL -— Développement en séries ns Taylor. 

1. Considérons l'intégrale 

(6) F{z)=jR{(,z)dt, 

où 11 est une fonction rationnelle de 2 à coefficients fonctions 
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analytiques quelconques de t. Nous supposerons que ni le numé- 
rateur ni le dénominateur de R ne contiennent de facteurs de la 
forme {z — a)* (a étant constant), sans quoi on tirerait ces fac- 
teurs en dehors de rinlég;rale. La fonction R étant holomorphe 
pour les valeurs de z au voisinage de 3 = o, on aura, pour z suffi- 
samment petit, 

(7) R(/, ^)=r no-hH,^-+-H,>3«-+-.... 

Diaprés le théorème bien connu sur les développements des 
fonctions rationnelles en séries de Tajlor, le coefficient général 
H/, sera la somme d^un nombre limité de termes ajant tous la 
forme 

(8) P/(n, 0[r/(0]"; 

les fonctions /*i(^) ne dépendent que de n et s^obtiennent comme 
racines d'une certaine équation algébrique en r 

(9) G(/, r) = ô, 

transformée en ;; = - de Téquation obtenue en égalant à zéro le 

dénominateur de R(/, z)\ les fonctions Pi(/2,. t) sont des poly- 
nômes en n h. coefficients fonctions de t dépendant rationnelle- 
ment des coefficients des diverses puissances de z dans R(^, z)\ 
enfin, le degré du polynôme P| en n sera égal à X/ — i , où X/ désigne 
l'ordre de la racine correspondante /• = ri(/) de l'équation algé- 
brique (9). A chaque racine r de (9) correspondra un terme (8) 
dans l'expression de H,/. 

Le coefficient H/i sera donc la somme d'un nombre limité de 

termes de la forme 

n*A/(0[''/(0]'S 

où les fonctions A|(/) et ri{t) ne dépendent pas de n et dépendent 
algébriquement des coefficients de la fonction R(/, z). 

Par conséquent, en supposant que l'intégration de la série (7) 
soit légitime, on aura le résultat suivant : 

Le coefficient an de la série 

(10) F(5) = ao-+-ai>3 -I- ai5*-+-. .., 
correspondant à la fonction étudiée (H), sera la somme dUin 



-- 76 — 
nombre limite de termes 

(11) /i*ï(/i), 

oii k est un entier positif, et l(n) une fonction de n donnée 
par la formule 

(12) I(/i)= fxit)[r(t)\'^d(. 

La détermination du coefficient On se ramène donc au calcul 
des intégrales de la forme (12). 

Il arrive, toutefois, dans certains cas particuliers, que quelques- 
unes parmi les intégrales l(/i), correspondante la fonction donnée 
F(2), soient infinies ou indéterminées, quoique F (g) soit holo- 
morphe pour 5 = 0. De tels cas se présentent lorsque plusieurs 
intégrales I(/ï), multipliées par une même puissance de /?, sont 
infinies ou indéterminées quel que soit /t, cette discontinuité dis** 
paraissant dans leur somme. La détermination du coefficient an 
se ramène alors au calcul des intégrales de la forme 

(13) r}A,(/)[r,(/)]"-+-A,(Ol/'î(0]«^-...î^'i 

•^'1. 

où le nombre de termes sous le signe (est limité. 

Ceci se présente, par exemple, dans le cas de la fonction 



(i4) 



r.'>=ri^-Téï^.ii^ 



à laquelle correspond le coefficient 

chacune des deux intégrales (1 5), prise séparément, est infinie; le 
coefficient an est, cependant, fini et a pour valeur 

«/«= log(/i-f- 2). 

2. Revenons aux intégrales (12) auxquelles se ramène, dans le 
cas général, le calcul des coefficients Un* 

D'abord, dans certains cas ces intégrales se laissent exprimer 
sous la forme explicite comme fonctions de n. 



\ 
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Supposons, par exemple, que Tare d'intégration forme un 
contour fermé qui entourera alors nécessairement des singularités 
d'au moins une fonction A(/) et r(i); l{n) sera la somme d'inté- 
grales prises le long des circonférences de rayon infiniment petit 
décrites autour de ces singularités. En particulier, chaque pôle 
de A(/) donnera, dans l'expression de I(/i), un terme de la forme 

0X1 a et b sont det> constantes indépendantes de n et h un entier 
positif également indépendant de n. Chaque pôle de r(i) fournira 
un terme dont la valeur sera donnée par le résidu correspondant; 
celui-ci peut représenter des fonctions infiniment variées de /i, 
comme l'on s'assure, par exemple, en prenant 

r(t) = l, 

dans quel cas le résidu représentera le coefficient c,i_t de la série 

A ( O = ^0 ^" ^1 ' -+- ^f ^* ^" • • • • 
Un grand nombre d'inlégrales l{n) se calculerait par des mé- 
thodes spéciales liées aux hypothèses faites sur les fonctions A(^), 
r(l) et le chemin d'intégration L, ou à l'aide des formules con- 
nues du Calcul intégral. En voici quelques intégrales connues de 
cette espèce : 



<»-"' cos al dt = 



* V^a -H bn 
n 



a'-»- /i* 



/ 

/ 

/ tf-'»'' COS at^ ^' = 1/ Q 1/ r: — ; — » 

/ 

* t^'^dl Tz 1.3.5. ..(2/1 — i) 



, . dt a 

e-"' smat-j- = arc tang - > 



)' 



'2.^,6. . .2/t 



J \t / i.a.J. .(n — I 



). 




?% 
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Finlégrale étant prise \e long d'une circanférent:e décrite autour 
de Torigine), etc. 

3. Dans les cas où il est impossible d'exprimer I(n) comme 
fonction explicite de /i, on peut en préciser des limites supé- 
rieures ou inférieures soit pour la valeur même de l(n)j soit pour 
son module; la forme même de ces intégrales rend particulière- 
ment faciles les recherches de cette espèce. 

Ainsi, le chemin d'intégration étant réel ainsi que les fonctions 
A(/) et r(t)f le théorème de la moyenne fournira soit des limites 
supérieures, soit des limites inférieures de l{n). Pour les inté- 
grales, par exemple, de la forme 



I(n)= i A(l)tf««*e/^ («<o), 



on aurait 



— <U^)< — > 
n n 



M| et Ms étant des constantes; pour 



il serait 



pour 



on aurait 



-pi <I(n)< -=?; 



* 1.2.3. ..(/i — i) \2a/ -^ /-^ « I .a.3...(/i — 1} \aa/ 

Lorsque le chemin d'intégration ou les fonctions A(/) et r(i) 
ne sont pas réels, en choisissant, par exemple, deux fonctions 
).(/) et u{t) de sorte qu'on ait constamment, le long de l'arc d'in- 
tégration, 

|A(0|^|^(0, 

I r(t)\è\u(t), 
on aurait 

S étant la longueur de l'arc L. 
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Ea particulier, oq peut prendre comme intégrales de compa- 
raison celles où la fonction u(t) se réduit à une constante. Soit M 
le minimum maxiinorum du module de r{t) le long des arcs 
obtenus en déformant L de manière que I(/i) conserve la même 
valeur que le long de L. Toutes les fois que Tintégrale 



p= f\Mt)\ds 



est une valeur finie, déterminée et diflTérente de zéro, on aura 

|I(/i)|<PM'«. 

Si le minimum maximorum n^existe pas, on prendrait pour M 
la plus grande valeur qu'acquiert la fonction r(/) le long de L. 

En faisant des hypothèses sur les fonctions A(/) et /'(/), et en 
prenant pour fonctions de comparaison des fonctions variées de /, 
on aura des intégrales de comparaison en nombre illimité. 

Considérons, par exemple, les intégrales de la forme 



i(/»)=y"A(/)[r(0]«^^ 



où les fonctions Â(/) et r(/) sont supposées réelles pour toute 
valeur réelle positive de t et satisfont à celte condition qu'on ait 
en valeur absolue 

/a» -h t* 
On aura alors en valeur absolue (pour n > 2) 

\(n)<khn r—LËÎ—, 
ou bien 



n — '1 \ a / 



Signalons, en passant, un résultat plus général fourni par des 
considérations de ce genre. Soh f{z) une fonction réelle pour ;; 
réel et positif, holomorphe pour toute valeur de >? a partie réelle, 
positif et tendant vers zéro lorsque z croit indéfiniment avec un 

argument quelconque compris entre — 7 et - • 
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. l^a valeur absolue du coefficient A„(^/i > i) de la série de 
Taylor 

où a est une quantité réelle et positive quelconque, est infé- 
rieure à la valeur 

(Ai — ijira'»-» 

N désignant la plus grande valeur absolue qu'acquiert le rapport 

l^—l pendant que z varie par valeurs positives de >z = o à 2 =: oo, 

et 4(5) représentant le coefficient de i ddins /(zi). 

En elTèt, comme je l^ai montré ailleurs (*), pour toute fonction 
/(z) satisfaisant aux conditions énuméiées, on aura, en valeur 
absolue, 

Or, le rapport - — f nul pour s = 00, fini pour ^ c= 00, et holo- 

morphe pour toute valeur positive de z, présentera certainement 
un maximum N fini et déterminé, lorsque z varie de 2 = o à 2 = o), 
de sorte qu'on aura en valeur absolue, pour les valeurs positives 
de ty 

ce qui conduit directement au résultat énoncé. 

4. Outre les méthodes de comparaison précédentes, on peut, 
grâce à la forme des intégrales I(/i), avoir des limites supérieures 
de l{n) par bien d'autres procédés. 

Ainsi, lorsque le chemin L forme un contour fermé, on aurait, 
dans des cas étendus, des limites supérieures du module de l{n) 
par des procédés analogues à celui par lequel on détermine de 
telles limites pour les coefficients des fonctions entières en par- 
tant de leur expression sous la forme de l'intégrale de Cauchj. 

Supposons, pour indiquer un autre procédé, que le chemin L 
se réduise à un intervalle limité ou illimité de valeurs réelles, les 



( ' ) Généralisation de certaines formules de Stieltjes {Hendioonti del Circolo 
matematico di Palermo, 1903^ p. 33} ). 
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fondions A(/) et r{t) étant réelles, finies et continues entre les 
limites d'intégration. L'inégalité de M. Schvvartz 

valable pour les fonctions (p et <}/ réelles et intégrables enire les 
limites de Tintégration, appliquée aux fonctions 

conduit à l'inégalité 

I(/i)<Av/Y(T), 

où A est une constante indépendante de n avant pour valeur 



vx 



mt)Vdt, 



et Y(/?) étant une fonction de n donnée par 



Y(/i)= f[r{l)Y'* dt. 



Appliquée, par exemple, aux intégrales 



'^")=jr'A(o(^^)%/', 



où « et 6 sont des constantes positives et A(/) une fonction telle 
que l'intégrale 

/ k{t)dt 
ait un sens, la dernière inégalité conduit à 



\ /-^ r y 1.2. 3. ..(2/1 — I) 

a et ^ étant indépendants de n. 

D'autres limites de I(/i) seraient fournies par le théorème connu 
d'Ossian Bonnet consistant en ce que, si '^{x) est une fonction 
positive et croissante dans Tintervalle (a, 6), on aura 

f f{x)r^(r)dx = o{h) f f{x)dx 



II 
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(avec a < $ <; 6), et si 'f (^) est positive et décroissante, on aura 

/ f{x)o{x)dx=o{a) f f{x)dx. 

Supposons, par exemple, que le chemin L, ainsi que les fonc- 
tions A(^) et r{t) figurant dans I(/i), soient réels, et que, de plus, 
r{t)elr'(l) conservent des signes invariables pendant que t varie 
dans l'intervalle (a, 6) [nous considérerons le signe de /'(^) comme 
positif] et enfin que l'intégrale 

/ \(t)dt 

reste finie, déterminée et différente de zéro pour toule valeur de Ç 
et 7) comprise entre a et 6. 

En appliquant le théorème de Bonnet aux fonctions 

/(/) = A(/), (p(/)=fr(/)|«, 
on aura 

I(/i) = AB'», 



où Â et B sont des constanles ayant pour valeurs : 

Si /•'(/) >o, 

= f \it)di, B = r(a); 



A 

si /•'(/)< G, 



A= r Mt)dt, B = r(b), 



\ et T| étant deux nombres compris enire a et 6. 

Si donc N et M représentent une limite supérieure et une 
limite inférieure des intégrales A ainsi défi nie s y on aura 

NB«<I(/i)<MB'». 



111. — Décomposition en éléments simples. 
1. Le coefficient bn de la série 
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correspondanl à la fonclion F(w) rliidice, sera, connnenous Tavions 
remar<nié, la somme d'un nombre limité de Urnjes de la forme 

P(/, n)[r{t)]», 

où les r(/) ne dépendent pas de fi el s'obliennenl comme racines 
d*une certaine étpialion alg^ébrifiue en /• à coefficients fondions 
de ^; P(/, n) sont des ])olvnonies en n à coefficienls fondions 
de t des degrés indépendants de n, 

Cliat|ue poljnome P(^, n) se laisse mettre, et cela d'une seule 
manière, sons la forme 

P(/, /!)== Ao(/)-l- nA^d) -h n{n — i) \i{f) -\- . . . , 

OÙ les A|(/) seront fonctions de t définies par le système d'équa- 
tions linéaires 

P(/, o) = Ao, 

P{/, i) = Ao-f-A,, 

P(/, 2) = Ao-h 2A1-1- 7.A2, 

P(/, 3) = Ao-+-3A,-+-6A,-+-(3A3, 



Par suite, le coefficient b,, se laisse exprimer sotis la forme de 
la somme d'un nombre limité de termes de la forme 

où A ne dépend pas de /i, et où I(/i) sera de la forme 

(ifi) \{n)= f k{i)\r(t)Ydt. 

Les fonctions A(^) et /•(/) ne dépendent pas de n et dépendent 
algébriquement des fonctions de t figurant comme coefficients 
des diverses puissances de z dans R(/, z), 

La fonction étudiée F (5) s'exprime donc sous la forme de la 
somme d'un nombre limité de termes de la forme 

^,i(n — !)...( /i — /oF(/i);:" = ;ï^ — ^I(/i)5'», 


d'où le théorème suivant, fondamental ])our l'étude que nous nous 
proposons : 
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En désignant par 

^\{n), I,(w), l3(/i), ... 

les dh^erses intégrales de la forme (16), rattachées à la fonc- 
tion considérée F (z)j et par 

e,(z), 0,(;;), 63(5), ... 
les diK'crses fonctions 

correspondant à ces intégrales, la fonction F{z) se laisse 
mettre sous la forme d\ine combinaison linéaire de termes 

On arriverait, comme on s'en rend bien compte, au même 
résultat en décomposant la fraction rationnelle R(/, z) en frac- 
tions simples, et en intégrant Texpression obtenue le long du 
chemin L. La décomposition précédente de F (5) n'est donc pas 
restreinte aux valeurs de -3 à Tintérieur du cercle de convergence 
de la série correspondante 8(5), pourvu que, pour les valeurs 
de z hors de ce cercle, on considère 6 (s) comme définie par son 
expression 

J^ i — zrit) ' 

qui la représente dans tout le plan. 

2. Les fonctions ^{z) jouent le rôle d'une espèce d^éléments 
simples par rapport aux fonctions F(z). Ces éléments sont, 
d'ailleurs, infiniment variés et représentent, en général, des fonc- 
tions transcendantes de z. 

Ainsi, les fonctions F(5) correspondant aux fonctions 

A(/; = e«', '-(0=7 
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et à l'arc L représentant un contour fermé entourant rorigine, 
sont des combinaisons linéaires d'un nombre limité de termes de 
la forme z^e^^. 

Les fonctions F(:;) correspondant aux fonctions A(^) et r{t) 

de la forme 

A(0 = e"'\ /•(/) = e*'' 

(a et 6 étant des constantes à partie réelle négative) et à l'arc L 
se réduisant au demi-axe réel, se réduisent à des combinaisons 
linéaires des puissances de z, de la transcendante 



ao 



'^" va H- on 

^ 

et de ses dérivés par rapport à z. 

Lorsque les fonctions A(^) et /'(/) sont de la forme 

sïnat 
A(0--= —J-* r(t) = e-^ 

l'arc L se réduisant au demi-axe réel, le rôle d'élément simple est 
joué par la transcendante 



0(2) = \ / arctang- j «", .... 



3. Dans certains cas, les fonctions 6(^) se réduisent à des 
fonctions rationnelles de z. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il 
suffit que l{n) soit polynôme en 

/i, a", ù', c-'y ..., 

a, 6, c, ..., et des degrés de ces polynômes étant indépendants 
de n. 

En metlant à part le cas évident où la fonction correspondante 
r(l) se réduit a une constante, il en sera ainsi, par exemple, toutes 
les fols que l'arc L forme un contour fermé entourant un 
nombre limité de pôles de A(/), et à rintérieur duquel la 
fonction correspondante r{t)est holomorpke. Dans ce cas, l'in- 
tégrale I(^) sera la somme d'un nombre limité de termes de la 

forme 

/i(/i — i)...(n — h)ab*^^ 
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où a^ b sont des conslanles indépendanles de /«, et li un entier 
également indépendant de /i ; la fonction ^{z) est donc ration- 
nelle. 

IV. — CoiVVERGEI^CF. D|;S SÉIUFS 6(3). 

l. Par la réduction des fonctions étudiées F(5) aux éléments 
siniples, la question de la convergence des séries 

Cet ramenée h celle des séries 

6(5) = I(o)-hI(i)5-+- I{2)-3«-}-..., 

Si pi, p.j, p3, . . . sont les rayons de convergence des séries Qi, 
O2, 6a 7 . • • rattachées à la fonction F(5), le ra^on de convergence U 
de la série F(v) sera le plus pelit parmi les rayons p/. 

De même, si X,, ).2, ^3, . . . sont des limites inférieures des p/, 
la plus petite d^entre elles sera une limite inférieure du rayon R. 

Occupons-nous donc de la convergence des séries 6(v). 

D'abord, dans les cas où l'intégrale correspondante l(n) se 
laisse exprimer sous la forme explicite comme fonction de (/«), le 
rayon de convergence p de 6(5) sera donné comme limite pouv 
/i = oQ de Tune ou l'autre des expressions 

dans lesquelles l'intégrale l{n) peut aussi être remplacée par sa 
valeur a«ymptotique. 

Dans les cas où l'on ne sait calculer ni \(n) ni sa valeur asymp? 
lolique, on peut, à l'aide des inégalités relatives à !(/*)> ^^"^ 
terminer des limites inférieures du rayon p. 

Ainsi, si le long de l'arc {^ 00 a constamment 

la constanlti 

l>= f\X(t^\ds 

ayant un sens, m^e limUe iiiférieu^^ do p sera donnée par -r. - 
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Imaginons mainlcnant que Ton déforme le chemin d'inlëgra- 
lion de manière que Tinlégrale l(n) ne change pas de valeur. A 
tout chemin correspondra une valeur M et, si a est le plus petit 

parmi les M ainsi obtenus, - sera une Uniile inférieure de p. 

Or, dans des cas généraux - représente même la valeur 

exacte du rayon p. 

Il en sera, d'abord, ainsi toutes les fois que Tare L se réduit à 
une portion (rt, 6), limitée ou illimitée, de Taxe réel, le long de 
laquelle les fonctions A(^) et /•(/) sont réelles, finies et conti- 
nues, et l'intégrale / A(t)dt finie et différente de zéro. 

Pour le faire voir, supposons d'abord que r{t) garde constam- 
ment un même signe dans l'intervalle (a, 6) (nous considérerons 
ce signe comme positif) et que la dérivée /•'(/) y soit positive. 
D'après le théorème cité de Ossian Bonnet, on aura 

(17) I(/i) = AB« 

avec 

\= I k{t)dt. H = rih), a<$<6, 



d'où l'on conclut que 



I 

9 = 



r{b) 



Si maintenant la dérivée /''(O était négative, on aurait encore 
l'égalité (17) avec 

A = / k{t)dt, H=/(a), a<î<^, 

et le rapport de convergence serait 



r{a) 



Si, enfin, r{t) et la dérivée r^ {t) changeaient de signe dans 
l'intervalle (a, 6), on décomposerait cet intervalle en plusieurs 
autres où r(/), ainsi que r'{t)^ gardent des signes invariables. 
Chacun de ces intervalles partiels donnera dans I(^) un terme de 
la forme AB"; la valeur asymptolique de \{n) coïncidera avec 
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celui de ces Icrmes pour lequel B = r(l) a la plus grande valeur, 
de sorle qu'en désignant celle-ci par jx on aura TégalUé asymp- 
(oiique 

Cl le rayon p aura pour valeur—» 

Voici maintenant un second cas général où le rayon p a pour 

valeur exacte -• Supposons qu'on |)uisse déformer le chemin d'in- 
fo 

iégralîon, réel ou imaginaire, de manière à le faire passer par un 
point a autre qu'une limite de l'intégrale et jouissant des pro- 
priétés suivantes : i° qu'on ait /•'(a) = o; 2" que la plus grande 
valeur de r(t) le long du nouveau chemin ait lieu en a; 3** que 
les fonctions A(^) et r(t) soient holomorphes au voisinage de a. 
Dans ce cas, on aura encore 

f 

P = 



Ceci résulte directement du théorème de M. Darboux consistant 
en ce que, dans les conditions énumérées, l'égalité asymptotique 
de Laplace est valable et ^intégrale i(Ai) se laisse mettre, pour les 
grandes valeurs de /i, sous la forme 

où N est une constante indépendante de n^ et e une fonction de n 
tendant vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 

2. D'une manière générale, la question de convergence des 
fonctions 0(5) est étroitement liée à celle des \alcurs asympto- 
tiques des intégrales \{n) ou, ce qui revient au même, à celle des 
valeurs approchées des \{n) pour les grandes valeurs de n. 

Nous rappellerons quelques égalités asymptotiques de cette 
espèce, connues ou faciles à démontrer, s'appliquant directement 
à la question de convergence des fonctions ^{z). 

En premier lieu, l'égalité asymptotique de Laplace 



f >iit)r{it)\"dt 






y/n 



à 
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(où Â et B sont des constantes, indépendantes de /i), applicable 
dans les conditions connues, précisées par M. Darboiix (*) et 
citées dans le paragraphe précédent. 

MM. Flamme (*) et Hamy (') se sont particulièrement occupés 
des intégrales de la forme 



JPL(t)tndt, J\(n(jydt, 

1j Va 



et ont mis en évidence la manière dont leurs valeurs asymplo- 
tiques dépendent de la nature des singularités de la fonction A(/). 
M. Le Roy (*) s'est occupé des valeurs as^mptotiques des inté- 
grales 

«A 

lorsque la fonction A(^) satisfait à certaines conditions assez 
larges. 

Un procédé simple, dû à M. Poincaré (5), permet de traiter le 
cas des intégrales l{n) de la forme 

prises le long d'un chemin réel ou imaginaire de longueur finie; 
on arrive à l'égalité asymptotique 

\(n) ~ > 

n 

où A cl a ne dépendent pas de n. 

Citons encore le cas où l'intégrale 1(/') donnée est une fonction 
de n régulière dans le domaine de Tinfini et, par suite, dévelop- 



( ' ) Mémoire Sur l 'approximation des fonctio/is de très grands nombres, clc. 
{Journ. de Math, pures et appL, 1878). 
(') Jiecherc/ies des expressions approchées^ etc. (Tliése de doctorat, Paris, 

18M7). 

(') Sur le développement approché de la fonction perturbatrice, etc. 
{Joftni. de Math, pures et appl., 1894)- 

(*) Valeurs asymptotifjues de certaines séries, clc. {Dutl, des Sciences 
math.^ 1900 ). 

{^ ) Théorie analytique de ta propa'j^ation de la chaleur. Cliap. \H. 



r 
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|)aljle en série ordonnée suivant les puissances ascendanles de — > 

conver<^enle pour les valeurs suffisamment grandes de n : on 
démontre aisément l'égalité asj^mptotique 



I(/i) = — , 



A étant une constante et/? un entier positif ou nul, indépendants 
de n. ïel est, par exemple, le cas des intégrales 

f A{()e-"'dt 
•A) 

lorsque A(/) est holomorplie au voisinage de ^ = o cl telle que, eu 

posaut 

A(^) = «0 ■+- 3t| / -f- «i/'-H. . ., 
la série 

V n î a,i f '* 

converge pour les valeurs suffisamment petites de / [ce qui arrive, 
en particulier, toutes les fois que A(<) est une fonction entière du 
genre zéro]. 

3. Un cas particulièrement intéressant est celui où la fonction 
considérée ^(z) est une /onction entière de z. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut el il suffit que Tune ou l'autre des expressions 



7i(/0, 



Un-hi) 



tende vers zéro lorsque n croît indéfiniment. La proposition sub- 
siste, d'ailleurs, si l'on substitue aux intégrales l(/i) leurs valeurs 
asymplotiques, dont il a été question dans le paragraphe pré- 
cédent. 

Ainsi, la fonction O(^) correspondant à l'intégrale 



l(/i)= r e-^f' e*"' dt = i/ - e *" 



est une fonction entière de n; au contraire, la fonction 6(5) cor- 
respondant à l'intégrale 

sin/? 



I(/i) = / — JL.e-^'dt 
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n'esl pas enlicrc, la valeur asymplolique de I(/î), d'après une pro- 
posilion du paragraphe précédent, élant égale à— • 

Dans les cas où Ton ne saurait exprimer sous la forme explicite 
ni la valeur exacte l(/i) ni sa valeur asymptotique, on peut pro- 
céder par comparaison, comme dans Tétude de la convergence des 
séries 0(5). La règle intuitive suivante rendra souvent des services 
à cet égard : 

Soient X(^) et u{t) deux fonctions telles qu'à Pintégrale 



\{n)=J\\{t)\\u{t)\nds 



correspond la fonction entière 

y(o)-4- Y(i)5-t-Y(2)s«-+-.... 

Si le long du chemin L on a constamment 

\k{t)\<\\{t)l 
\r{t)\±\u{l)\, 

la fonction 0(5) correspondant à l'inlégrale \{n.) sera également 
une fonction entière de z. 

En nous reportant à ce qui a été dit pour le rayon de conver- 
gence des séries 8(5), on trouverait aisément d'autres règles four- 
nissant des conditions suffisantes ou bien pour que 8(5) soit une 
fonction entière, ou bien pour qu'elle ne le soit pas. Elle ne le 
sera pas, par exemple, si, le chemin d'intégration étant réel, les 
fonctions A(/) et f\t) sont réelles, finies et continues le long de 
ce chemin, Tintégrale 

f\{t)dt 

ayant un sens. 

Ou bien encore : si A(/) et r(/) satisfont aux conditions pour 
que rinégalité asymptotique de Laplace soit applicable à l'inté- 
grale correspondante I(/i), etc. 



V. — Particularités diverses des fonctions 8(5). 
1. La forme mérne des expression»^ analytiques des fonc- 
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lions 6(3), données soil sons la forme des séries 

(18» e(<3) = I(o)-hI(i)3-+-I(2);:*-h... 

avec 

(19) I(n)= f \{t)[r(t)\"dt, 

soit comme inlégrales 

rend parlicnlîèrement facile Télnde de ces fonctions, en mettant 
en évidence des relations existant entre leurs diverses parlicula- 
rilés et celles des fonctions correspondantes A(/) et r{t), 

La |)remière expression analvtique définit 0(5) à l'intérieur 
d'une certaine circonférence; la seconde en fournit le prolonge- 
ment analytique dans tout le plan. Chacune d'elles met en évi- 
dence certaines particularités des fonctions qu'elle définit. La 
première, par exemple, se prête directement à l'application des 
résultats récents de la théorie des séries de Taylor, relatifs aux 
relations existant entre la manière dont varie \{n) avec n et celle 
dont croît ^{z) avec z\ ou bien entre les particularités de I(/i) et 
les singularités de 6(5), ses zéros, ses pôles, etc. La seconde ex- 
pression est souvent plus commode pour le calcul numérique des 
(onctions 6(5); elle rend possible l'étude des propriétés de 6(5) 
au delà du cercle de convergence de la série correspondante, etc. 
Les résultats récents relatifs à certaines intégrales de la forme (20), 
dus à M. Le Roj, offrent, par exemple, le moyen d'étudier les 
valeurs asymptotiques des fonctions 6(-«), la distribution de leurs 
singularités dans le plan des ^, la manière dont se comporte ^{z) 
lorsque z approche du cercle de convergence de la série ^{z) ou 
bien d'une singularité, ou lorsque z tourne autour de celle-ci, etc. 

Nous n'indiquerons qu'à titre d'exemples quelques résultats de 
celte nature. 

2. Tout d'abord, les connaissances sur des limites supérieures 
ou inférieures du module de la fonction A(/) ou r{f) entraînent des 
connaissances sur les limites que ne saurait dépasser le module 
de la (onction correspondante h{z) pour les valeurs données de 2. 




— m 



ir 



Ainsi, en désignant par M le plus grand module de r(l) le Ion 
de l'arc L ou bien d'un chemin équivalent, la Jonction ration- 
nelle 

P 






I>= f\\(f)\cfs 



représentera une limite supérieure de \^{^)\ pour toutes les 

valeurs de z à module inférieur à ^' 

On aura des limites plus précises dans les cas où les limites su- 
périeures des modules de A(/) et r{t) sont fournies par des fonc- 
tions diverses de t. 

Ainsi, l'axe L se réduisant au demi-axe réel, si les fondions \{t) 
et r(/) sont réelles pour les valeurs réelles et positives de t et 
telles que pour les valeurs positives convenablement choisies de X*, 
/i, a on ait en valeur absolue 

A(t)ikt, r(t)i 



v/a« -h t^ 
on aura en valeur absolue 



n — a \a/ 



de sorte que la fonction 



I(o)-f-I(i)z-i-I(a)5«-hA-/i«>5Mog^i— — \ 



représentera une limite supérieure de |6(^)| pour toutes les 
valeurs de 2 à module inférieur à t • 

Signalons, à ce propos, un résultat d'une portée plus générale, 
fourni par les mêmes considérations et conduisant à une inégalité 
intéressante relative aux accroissements finis d'une classe étendue 
de fonctions. 

Considérons une fonction f{z) réelle pour z réel et positif, 
holomorphe pour toute valeur de -s à partie réelle positive et ten- 
dant vers zéro lorsque z croît indéfiniment dans une direction 
quelconque correspondant aux parties réelles positives. 



r 
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(]omme nous l'avons montré précéch^nnuent, à parllr du ran^ 
n = 2, les coefficients A„ au développement 

sont, en valeurs absolues, inférieurs aux coefficients correspon- 
dants de la série 

0(5)= ï(2}(- — X)2h- l(3)(<3 — X)3-u..., 
où 



l{n)=- I ^// 



^(f) désignant le coefficient de / dansy(^/) et X élanl un nombre 
réel et positif quelconque. 

Or, comme l'on a, en verlu de ce qui précède, 



l(n)< — 



11 (n — i;X'*-» 

(N désignant la plus giande valeur absolue, finie et différente de 
zéro, qu'acquiert le rapport -i— -^ pendant que z varie par valeurs 
positives de 5 = o à 5 ■= oc), on aura en valeur absolue 

•;iN . / ^ — X\ 
6,.)<-log(,--^), 

d'où, en faisant 

X = .r, z = X -h h^ 

on tire le résultat suivant : 

La valeur absolue de r expression 

f(x-^h)—f(x) 



-fi^) 



est inférieure à celle de l^ expression 

2N 



îN, / h\ 



f 



quelles que soient les quantités réelles et positives h et x pourvu 
qu^ elles satisfassent à la condition — x <^h<^x, 

3. Lorsque la fonction 0(5) est entière, on peul, dans des cas 
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étendus, éludier la manière dont elle se comporte lorsque le mo- 
dule de z croit indéliniment. 

Supposons, par exemple, qu'on ait déterminé, par des procédés 
de M. Hadamard, une fonction y{n) au plus égale, pour les 
valeurs entières de /i, au module de Tintégrale I(/î) et telle que la 
fonction 

soit une fonction réelle, positive, continue et croissante de /i, 
devenant infinie pour n = 00, En désignant par x le module de z 
et par ^(z) la fonction inverse de cp, d'après le théorème bien 
connu de M. Hadamard, la /onction 6(5) croîtra moins vite que 
la fonction 






le nombre s étant positif, mais aussi petit qu^on le veut. 
Ainsi, la fonction 6(s) correspondant à l'intégrale 



I(n) = f e-^'* enti dt = A 



««' 



(011 a, A, a sont des constantes positives) croîtra moins vite que 
la fonction 






Dans des cas étendus, on saura même préciser la valeur asjmp- 
totique de la fonction 0(5), supposée entière, pour les grandes 
valeurs de .3. Considérons, par exemple, le cas étudié par M. l^c 
Uoy (*) ^ supposons qu'en posant 

— logl(n) = m(n), 

la fonction T3(n) satisfasse aux conditions suivantes : 

1° Cette fonction, ainsi que ses dérivées des deux premiers 
ordres- sont réelles, positives et continues pour les valeurs posi- 
tives de n; 

2° w(n) et ^'(n) croissent jusqu'à l'infini tandis que ^"(n) 
décroît jusqu'à zéro pour /i = 00 ; 

(*) Valeurs asymptoliques de certaines séries {Bull, des Sciences mal h., 
1900, p. 26'i). 
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3" Le produit «^ny"(/i) représente une fonction positive et indë- 
fiuiment croissante avec n; 

4" Le rapport devienl infini avec n. 



z 



D'après un théorème dû à M. Le Roy, lorsque la variable 
croît indéfiniment dans la direction des z réels et positifs^ la 
fonction correspondante ^{z) tendra asynxptotiq ne nient vers la 
fonction 
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n désignant la racine réelle et positiK^e de Inéquation 

Ainsi, dans le cas de 

\(n) = e-"f (!</>< 2), 

on aura 

1 



m{n) = n/\ a = » — 5— j , 

de sorte que la valeur asymplotique de la fonction correspondante 
0(5) sera 

a, p, k, h étant des constantes faciles à préciser. 

Dans les cas où la fonction 6(z) n'est pas entière, on connaîtra 
dans des cas étendus sa valeur asymptotique lorsque z approche 
d'un point du cercle de convergence de la série 6(5). Tel est, par 
exemple, le cas de M. Le Roy suivant : 

Supposons que, le rayon de convergence de 6(5) étant égal à 
l'unité, l'intégrale correspondante I(/i) soit une fonction réelle, 
positive et constamment décroissante de /i, tendant vers zéro 
lorsque n augmente indéfiniment. Soit F(/0 une fonction de n 
telle qu'on ait, pour /i = 00, 

,. I dF 
lim 7 7- = I. 

I(n) dn 

D'après un théorème de M. Le Roy (*), la valeur asympto- 

(') Valeurs asymptotiques de certaines séries {Bull, des Sciences math., 
ii)o<), p. a5o). 



^ 
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tique de H(z) pour z voisin de i est de la forme 



CF 



( j (C = const.)- 



Ainsi, dans le cas où 



I(n)= / 6-""^/^= -i/^y 



la valeur asymptotique de la fonction correspondante 0(2), pour z 

voisin de i, sera 

C 



^i — z 
Remarquons que la fonction F(/i) coïncide avec l'intégrale 



J ^{n)dn, 



«p(n) étant la valeur asymptotique de \{n) pour les grandes va- 
leurs de /i, dont nous nous sommes précédemment occupé. 

Remarquons aussi qu'au cas précédent se ramène facilement 
celui où le rayon de convergence de ^{z) n'est pas égal à l'unité, 
ou bien celui où \{n) tend vers une limite finie différente de zéro. 

4. Certains résultats dus à M. Le Roy, concernant les singula- 
rités des fonctions représentées par les séries de Taylor et par 
certaines classes d'intégrales définies, s'appliquent avec la plus 
grande facilité aux fonctions qui nous occupent, et fournissent 
direclement des connaissances sur les singularités de ces fonc- 
tions, la nature analytique de celles-ci, etc. 

Supposons, par exemple, que l'intégrale 

I(/i)= f k{t)[r(t)Y dt, 

correspondant à la fonction considérée 0(5), se laisse transformer 
en une autre de la forme 



I(n) = j B{x)x'*dxy 



la fonction B(^) n'étant assujettie qu'à la condition que l'intc- 
XXXII. 7 
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grale 



f \\Ht)\df 



ail un sens. 



La /onction correspondante 8(5) sera holomorphe en tout 
point du plan, sauf peut-être pour z réel et plus grand que i. 
En particulier, si le cercle de convergence de la série 

e(z) = 1(0) -f. I(l)5 -h l(2)z>-h. . . 

a Tunilé pour rayon, il ne conlienl qu'un point singulier de O(^) : 
c'est ;3 = I. 

La portion (-f-i, 4- 00) de l'axe réel est pour 6(5) une cou- 
pure. Si B(/) est holomorphe pour o>/>i, la coupure n'est 
pas essentielle, et ^{z) n'a pas d'aulres points singuliers que 5 = 1 
et >3 = oo. 

La fonction 6(5) n^est pas uniforme, et te calcul du saut 
brusque subi par l^ intégrale, quand on franchit la coupure, 
donne ses diverses déterminations. 

Plusieurs circonstances peuvent alors se présenter. Si B(^) est 
holomorphe dans tout le plan, sauf peut-être à l'origine, les pé^ 
riodes de ^(z), quand on tourne autour du point singulier i, 
sont données par l'expression 



ikTzi 



G) 



Dans le cas général (la coupure n'étant cependant pas essen- 
tielle) toutes les singularités sont possibles, suivant la nature de 
la fonction B(/), pour les déterminations de ^{z) autres qse la 
détermination principale. 

Les procédés de M. Le Roy permettent de traiter ainsi des cas 
beaucoup plus généraux; convenablement modifiés, ils sont, 
d'ailleurs, propres à s'appliquer, dans des cas très étendus, à des 
fonctions 6(5) correspondant aux coefficients I(/l) exprimés direc- 
tement sous la forme générale 



\(n)= f k{t)[r{^t)Ydt. 
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Ajoutons aussi que celle dernière expression permel d'étendre 
la manière dont se comporte la foncUon I(^) pour ^ = 00. Or, 
des connaissances de cette nature on peut souvent tirer des ren- 
seignements sur la distribution des singularités de la fonction 
correspondante 6(5) dans le plan des 2 (*). 

5. Dans une Note antérieure (2), j'ai démontré la proposition 
suivante : si Ton désigne par X le plus petit module des zéros de 
la série 

et si l'on forme la fonction 



on aura 



quelle que soit la valeur de la variable réelle et posilivc r, pourvu' 
qu'elle reste inférieure au ra^'on de convergence de la série (20). 
La proposition subsiste manifestement lorsqu'on substitue dans 
u{r) aux coefficients 

|«l|', l«t|'» |«3l*. ", 

des nombres réels positifs quelconques qui leur sont supérieurs. 
Ceci fait qu^ appliquée aux fonctions ^{z) exprimées sous la 
forme des séries (17), elle fournit des renseignements sur les 
limites inférieures des modules des zéros de ces fonctions ou, 
plus généralement, des valeurs de z pour lesquelles ^{z) prend 
une valeur donnée a. Il suffit pour cela de calculer la fonction 
u{r) cojfespondant à la fonction 8(5) donnée, après y avoir rem- 
placé le coefficient I(/i) par l'une des limiles supérieures de son 
module, choisie de manière que le calcul de u{z)^ ou au moins 
celui d'une de ses limites supérieures, soit possible. Les divers 
procédés indiqués précédemment conduisent à de telles limites 

(*) Voir, par exemple, Dksaint, Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ 
t. CXXXII, 1901, p. iioa-1104. 
(') Bulletin de la Société mathém. de France, t. XXIX, 1901, p. 3o3-3i2. 
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supérieures de |I(n)|y et ce genre de calcul ne présente aucune 
espèce de difGcuItés. 

Envisageons, par exemple, les transcendantes 

correspondant à 

I(n)= f k{t)e-^*dt, 

et supposons que, pour t réel et positif, Ja fonction A(/) yft soit 
continue, réelle, positive et constamment inférieure à un certain 
nombre M. On aura 






et u{r) correspondant à la fonction 8(2) -f- a (où a est un nombre 
réel et positif quelconque) aura pour expression 

u{r) = ~ [a«— M«ir log(i — r«)]. 

de sorte qu'une limite inférieure [x des modules des valeurs de z 
pour lesquelles 8(2) prend la valeur donnée a, est fournie par la 
valeur de l'expression 

ar 



v/a»— M«Trlog(i — /«) 



et cela quelle que soit la valeur de r comprise entre o et i. En 
prenant, en particulier. 



= 1/1— - =0,795..., 



une liniile inférieure cherchée sera 

o,795a 



K 



/a' -h M'ir 



Indiquons encore un résultat plus général de cette espèce. 

Soit F(^) une fonction entière d'un genre fini [jl. Désignons 
par M le maximum du module de F(2) lorsque le module de z est 
égal à r, r étant une variable réelle positive. 
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On sait que, quelque soit le nombre réel et positif a, le produit 

reste inférieur à un certain nombre fini N lorsque r varie de o à oo. 
D'autre part, en posant 

F (^ ) = «0 -h «1 « -f- «1^* -h . . . , 

l'expression de «/i, sous la forme de l'intégrale 



-^/^'(O""'- 



conduit, comme l'on sait, à l'inégalité 






où c et ^ sont des constantes numériques a^^ant pour valeurs 



I 

c = — --, 



H") 



Le rôle de la fonction u(r) esl donc joué par la fonction 






et, en y faisant r = ô' ^"^ arrive à la proposition suivante : 

Une limite inférieure des modules des zéros de la fonction 
F(;5) est donnée par l^ expression 



(21) 



a.pi^^,^b(^\y 



où K désigne une limite supérieure de N; A le module de F(o); 
a et 6 deux constantes numériques ayant pour valeurs 



« = f(/> + i)e]/'^», ^ = o(^^) 



> 



é 
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h{t) désignant la Iranscendanle 



—nt 



Les conslantes a et b restent les mêmes pour toutes les fonc- 
tions F(z) d'un même genre p et sont faciles à calculer une fois 
pour toutes. On trouvera ainsi : 

pour/? = o: a = e =2,7i83; 6 = 0(a) = i ,0689; 
pour/?=i: a = /âë = 2,33i6; 6 = 0(i ) = 1 ^agiS; 
pour p = 1 : a = \/3tf = 2,0128; 6 = 0(|) = i ,5383, .... 

En remplaçant dans (21) A par | F(o) — C [, cette expression 
fournit une limite inférieure des valeurs de z pour lesquelles F(z) 
prend la valeur donnée C. 

, 6. L'expression de 6(^), sous la forme de l'intégrale 

(22) e(«)= f—^^D—dt 

se prête facilement au calcul numérique approché des valeurs que 
prend cette fonction pour des valeurs données de z. Elle met, en 
outre, mieux en évidence certaines particularités de la fonction 
que ne le ferait l'expression de 6(2) sous la forme de la série de 
Taylor. 

Supposons, par exemple, que les limites de l'intégrale; ainsi 
que les fonctions A(^)et r(t) soient réelles et positives. L'expres- 
sion (22) montre tout d'abord que la fonction 6(3) (ou bien sa 
branche principale dans le cas oà elle h* est pas uniforme) 
aura des valeurs réelles et positives pour les z réels, positifs 

ou négatifs, mais plus petits que r:» M désignant la plus 

grande valeur de la fonction r(t) entre les limites de V inté- 
grale. 

En posant 

on aura 

8(^) = U-her,V 
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avec 



Le produit A(t)r(t) étant positif pour toutes les valeurs de l 
comprises entre les limites de Tinlégrale, la valeur V sera diffé- 
rente de zéro : la fonction 6(5) (sa branche principale) ne sau- 
rait donc avoir aucun zéro imaginaire. D'autre part, comme U 

ne saurait être nulle pour 5< tî» les zéros de 6(5) sont tous 

réels, positifs et plus grands que ^=-=9 etc. 

Il serait aussi facile d'en tirer des renseignements sur la façon 
dont se comporte 0(z) lorsque z croît indéfiniment par des valeurs 
positives ou négatives, ou bien lorsque z approche de la valeur 

j^9 etc. C'est là, par exemple, que les méthodes de M. Le Roy 

trouveraient de vastes applications. 

Je me borne à signaler le vaste champ de recherches qu'offrent 
les fonctions F(z) données par l'expression analytique faisant 
l'objet de ce Mémoire. Une étude plus approfondie de leurs 
diverses particularités mériterait d'être faite ; on y rencontrera une 
foule de transcendantes nouvelles dont on saura étudier les pro- 
priétés et qui présenteront de l'intérêt. 



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES RÉCIPROQUES 

DU SECOND ORDRE; 

Par M, Paul-J. Slxhar. 

1. Soient 

(1) xt=^{x) 

une fonction de la variable x et 

(2) x = ^(xi) 

la fonction inverse. Il existe des fonctions F(a:), F|(xi) de la 
variable x et de la variable x^, qui jouissent de la propriété sui- 



vanlc : 



(S) . =^'(-'>- 

\àxi / x^=(p^x) 



Les symboles l-^— ) y (t^) sont les dérivées de 

F(x) et F|(j:i) prises par rapport à a: et jti, et où Ton remplace 
ensuite x en fonction de x^ et x^ en fonction de j: à Taide de (i) 
et (2). Ces fonctions sont solutions de deux équations dilTéren- 
tielles linéaires de second ordre. 
En effet, posons 

la première relation de (3) nous donne, en dérivant par rapport 
kXi, 

\/(^)' <^^Va:=^;(x,) "" àxi* 

et, si l'on remplace x^ en fonction de x d'après (i), on a 

On aura de même, en partant de la seconde des relations (3), 



^^î flH^i)] 



F,. 



et les fonctions F{x) et Fi{Xi) sont solutions de ces dernières 
équations. 

Nous dirons que ces équations sont réciproques. 

2. Il résulte de ce qui précède que, étant donnée une équa- 
tion différentielle linéaire du second ordre, on peut toujours la 
supposer ramenée à la forme 

9 

on formera sa réciproque en faisant le changement de la variable 
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indépendante 

d'où 

ari = tp(ar) et a7 = i^(afi), 
et le changement de la fonction en posant 

l'équalion réciproque sera alors 

La propriété qui caractérise ces équations est la suivante : 

La dérivée d'une solution d'une des équations considérée 
comme fonction de la variable indépendante de Vautre équa- 
tion est une solution de cette dernière, 

3. Considérons comme exemple Péquation 

La réciproque de cette équation s^obtient en posant 

dx\ _^ I 

d'où 

(3ar)ï ^C^t c) 

on aura donc 

Remarquons qu'on peut supposer c = o, car cela revient à faire 
sur cette dernière équation un changement de la variable indé- 
pendante pour ramener le point a?! = c à l'origine; il faudra alors 
faire aussi c = o dans la relation qui lie x k x^^eX, l'équation réci- 
proque sera 
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Celle dernière équation est celle de Spitzer (*) et se ramène à 
des coefficients constants par le changement 



I 
on aura alors 



-=-r = Z. 

Donc les solutions de Téquation précédente sont 

JL —J. 

x^e^'* et XxC •*"«. 

Ces solutions étant linéairement indépendantes, on aura alors, 
d'après le n® % l'intégrale générale de Téquation donnée, à 
savoir : 

^ = a[i--(3T)»]c(»'^^-+-6[n-(3:r)»]<j-t»'J^ 
où a et 6 sont des constantes. 

4. Considérons comme second exemple Téquation plus gé- 
nérale 

d^Y \JL- 

(J) _^ = [(2n-i):F] « — 1^, 

qui comprend, comme cas particulier, pour /i = i , l'équation de 
Spitzer. 

Nous aurons 

dx *>» 

m-i 



lin — I "^ 
et pour Téquation réciproque 

(3) ^ = [(^'»-i)^il"^J^.. 

Nous avons supposé, comme dans le premier exemple, la con- 
stante d'intégration nulle. 

Je me propose de montrer qu'il est possible de trouver une 

(*) Spitzer, Voriesungen ûber lineare differential Gleichungen, p. 98. 
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solution de ces équations lorsque n est un nombre réel, et, s'il est 
entier, Tintëgrale générale s'exprimera par des fonctions élémen- 
taires. Remarquons, cependant, que l'exemple considéré rentre 
dans le type général 

et qui, par un changement convenable de la variable et de la fonc- 
tion, se ramène à l'équation de Bessel 



'dF 



I dz l k^\ 



et l'équation proposée pourra alors s'intégrer à l'aide des fonc- 
tions de Bessel. La méthode que je suivrai me permet d'obtenir 
directement une solution, ou bien l'intégrale générale, sans qu'il 
soit nécessaire de recourir à l'équation de Bessel, ce qui me per- 
mettra d'ailleurs d'en déduire ensuite l'intégrale générale de 
l'équation de Bessel et reconnaître qu'elle s'exprimera à l'aide 
des fonctions élémentaires, si la constante k est de la forme 

où n est un nombre entier. 

5. L'équation 

^=[(2/1-1)^] «"-tj. 

se réduit pour /z = i à l'équation de Spitzer 

d>y _ I 

dx^ " x^^' 
et qui a pour solutions 

j _i 

xe' et xe '; 
la fonction 

que l'on peut encore écrire 

e'dz, 

est encore une solution de celte dernière équation. Il y a donc 



\ 
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lieu de chercher si, tout au moins pour n positif, réqualion (i) 
n^a pas une solution de la forme 

(4) y=l u{z,n)e^*'^^^'*^dz, 

où u{Zy n) est une fonction de z et du paramètre n et qui est telle 
que, pour toutes les valeurs de z comprises entre — i et -f- 1 , l'in- 
tégrale (4) ait un sens; quant aux limites, elle est supposée Gnie 

ou infînie, mais, dans ce dernier cas, elle sera infînie comme j- 

' ' ' I — z* 

et d'un ordre inférieur à l'unité; enfin pour n= i elle sera égale 
à I. La fonction v(x^ n) est supposée continue par rapport à x, 

ajant une dérivée et se réduisant à — pour /i = i. Ces conditions 

sont suffisantes pour retrouver les fonctions u{z^ n) et v(Xj /i), de 
manière que la fonction (4) soit une solution de (i). 
Nous aurons, en dérivant (4) par rapport à x, 



(5) 
et 



^. = r u(z,n)zif'{x,n)e^^^'f^^dz 



d^y 



■+- I u(z, n) z v'{a:, ¥1)6^^^*"^ dz\ 
or 

i u{z, n) z^v'*(x, n)e^*'^'>'*^ dz 

= — / u(z,n)(i — z^)v'*(x,n)e^*'^f'^^dz 

-+- / u{Zjn)v'^(x,n)e^*'^^f'*^dZy 

ou encore, en intégrant la première intégrale par parties et remar- 
quant que la partie intégrée est nulle aux limites, ou aura fina- 
lement 



dx* 

.-+-1 



+ r u(z, n) z v'ix, n) e^^^^'f'^ dz 
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Si nous* portons ces expressions dans (i), nous aurons une iden- 
tité si la fonction u(Zj n) satisfait à la relation 

(6) — [a(z,/i)(i — >5«)] = 2A:zm(>5, rt), 

OÙ A* est un nombre qui dépend de n; et, comme l'équation (i) 
est indépendante de —•> on trouve en ayant égard à (5) que la 
fonction v{x^ n) doit satisfaire à là relation 

enfin, on doit en outre avoir 

4/1 



(8) i''»(jr, rt) = f{art — i)ar] ««-». 

La relation (6) nous donne 

à un facteur constant près qu'on peut supposer égal à i et, comme 
la fonction doit se réduire à i pour /i= i, la constante k sera 
donc égale à — /i. La relation (7) nous donne, en remarquant que 

la fonction v{Xy n) doit se réduire à - pour n = i , 



et cette dernière fonction vérifie, comme on le voit, la rela- 
tion (8). 

Nous aurons donc une solution de (1) pour n réel et positif de 
la forme 

Il est facile de trouver une solution de la même équation pour /z 
négatif. Remarquons que, si dans (i) nous changeons /t en — /i, 
on obtient une équation qui ne difl^ère de Téquation réciproque (3) 
que par le changement de x% en x. On aura donc une solution de 
Téquation (1) pour /i négatif si Ton connaît une solution de (3) 
pour n positif. L'équation (3) étant la réciproque de (1), il résulte, 
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d'après ce qui précède, que la dérivée d'une solution de (i) con- 
sidérée comme fonction de x^ à Taide de (2) sera une solution 
de (3). 

Nous aurons alors 

ou encore, en intégrant par parties et remarquant que la partie 
intégrée est nulle aux limites, on aura 



,-♦-1 



li suffit alors de supprimer Tindice de x dans cette dernière 
fonction pour avoir une solution de Féquation (1) pour n négatif. 
n faal remarquer cependant que n doit être pris positivement 
dans celte dernière fonction. 

6. Remarquons que le coefficient de Féquation (i) se présente 

sous forme illusoire si n= -» leadis que l'équation (3) se pré- 
sente sous la forme 

on trouvera alors la vraie valeur de (i) en cherchant la réciproque 
de cette dernière équation. On trouve ainsi 

dâ = ^'"'y^ 

et il suffit alors, pour avoir une solution de cette dernière équation, 
de remplacer dans la solution trouvée pour (1) 

lira |(2/i — i)a7|"»"-* = /2C, 

et faire /i = -; on trouve ainsi 

2 

,+1 « 

'^^dz 






pour solution de celte dernière équation. 
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7. Il nous reste à trouver Tintégrale générale de (i) et (3) pour 
toutes les valeurs entières de n. 

Nous nous bornerons à déterminer l'intégrale générale de (i), 
car l'intégrale générale de (3) sera aussi connue dus que la pre- 
mière le sera, puisque cette dernière équation est la réciproque 
de la première. 

Si, dans la fonction (9), nous supposons n entier et en inté- 
grant par parties, on trouve les deux fonctions linéairement indé- 
pendantes, à savoir : 



) < 



n — i)ir j < 



^ = (2fi— i)ar(aoH 






|(2/i--i)arl««-* \(ia. 



— l)J?l«— «J 



et 



» L |(!4/i— Orrl»"-» 



n — i)a? 1^^^^^* I ('2n — i) a?|»''-»J 



(2 
où les coefficients a et 6 satisfont aux relations 

(il) / A- = I, 2. . . .» fl 

( **-• = TFT' *• 

et qui sont des solutions de (1). 

Si, dans Téquation (i), nous faisons le changement de la variable 
et de la fonction, en posant 

y =z zx'^ ^ t = ax^*'\ a = 'iX*/S, 6= — ( — 2 A) * , 

2X" = — (-2/1 — i), 

celte équation se transforme en l'équation de Bessel 

d^z I dz 



I dz l X«\ 



dt^ 
Si nous supposons n un entier pair, on aura, d'^après (10), 
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pour solutions de cette équation de Bessel, 
1 



('x/i—i)»! [^ 2/1—1 \r . , ,^ 1 

— sin (^-f- i^^-Hi^rj [ai < — a» /»-h...-f-(— i )"*"««-! ^"~*J 1» 






-H sin f f -f- ^^— TTJ [ao— ai/*-t-...-f-(— i) * a„-,/«-*J /, 

où les constantes a sont données par (12). 

8. Nous avons vu, au n® 1 , qu'on peut toujours transformer une 
équation linéaire et homogène de second ordre en une autre qui 
lui est réciproque et nous avons trouvé qu'à Téquation 



g =/(-)r 



correspond la réciproque 



"^ ■"/[•H^i)J'^*' 

Il peut se faire que la fonction /(a:) soit telle que, en faisant 
sur elle la substitution x = ^(^1 )) on ait 

alors Téquation réciproque prend la forme 

elle ne diffère de l'équation donnée que par le changement de x 
en Xi etde^en^i, et la transformation donnée transforme l'équa- 
tion en elle-même ; en d'autres termes, l'équation proposée est en 
même temps sa réciproque. 

On reconnaît une certaine analogie avec le travail de M. Ap- 
pell : Sur des équations différentielles linéaires transformables 
en elles-mêmes par un changement de fonction et de variable 
(Acta maihematica, l. XV). 
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La (liflérence qui existe est que le changcnient de la fonction 
est supposé linéaire par M. Appell, tandis que ce changement, 
d'après notre n® 2, n^est pas linéaire. Il nous reste encore à mon- 
trer qu'il existe des fonctions /(j:) ayant la propriété indiquée dans 
ce même numéro. En effet, d'après le n" 1, où nous avons posé 

pour la fonction inverse et 

^/ . à9(x) 

il résulte 

et, comme f[J^(Xi)] doit être égale kf{x^)^ on aura alors 

2^ ./,>,,; 

donc les deux fonctions ^{x) ett|/(^|) ne doivent différer que par 
le changement de ^ en :r|. Donc la fonction f{x) cherchée est la 
dérivée d'une fonction qui a pour inverse la même fonction. 
Considérons alors l'équation 

et supposons f{x) remplissant cette dernière condition, cette 
équation sera alors transformable en elle-même par le changement 
de la variable et de la fonction indiquée au n** 2; elle aura alors 
pour solution la dérivée d'une solution de la même équation, sur 
laquelle on fera la substitution x == ^{x). Un exemple nous est 
donné par l'équation 

où ç(ar) = X et, par conséquent, f{x) = i ; cette équation étant 
en même temps sa réciproque, il s'ensuit qu'elle aura pour solu- 
tion la dérivée d'une solution, ce que l'on sait d'ailleurs. 
11 en est de même de l'équation 

dx^ x^-^' 
XXIII. 8 
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où 

or 

y -ne « 

est une solution de cette équation ; on vérifie, en effet, que la 
dérivée de cette solution prise par rapport à x^ où l'on remplacera 

ensuite x par > est aussi une solution de la même équation. 

D'une manière plus générale, considérons la fonction 



OÙ m est un nombre quelconque; supposons-nous donnée en 
outre une des déterminations de cette fonction, on aura alors 
pour /(a:) 

I -m 

f{x)= — x"*-^(i — X"*) '" , 

et pour l'équation qui est transformable en elle-même 

rf«v i^ 

La dérivée d'une solution de cette équation, où Ton remplacera x 

par (i — a:'")'", sera une autre solution de la même équation. On 
peut aussi généraliser la dernière expression de f{x) en rempla- 
çant X par une certaine fonction u{x)j dont Tinverse est v(x). 
On prendra alors pour cp (x) l'expression 

et la dérivée de cette fonction par rapport à x sera la fonc- 
tion /(.r). On pourra alors former l'équation différentielle qui est 
en même temps sa réciproque. 

II résulte de ce qui précède qu'il existe des fonctions F(a;), 
telles que, en prenant la dérivée et en faisant sur x la substitution 
X = ç(x), on aura 

F[cp(x)] = F(ar), 

et, si ff{x) a pour inverse la même fonction, F(^) sera solution 
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d'uDe équalîoo dîfTérenticlle linéaire du second ordre ayanl pour 
réciproque la même équation. On trouve ainsi comme exemples 
simples les fonctions 

F(x) = sina?-h cosa?, 

OÙ <p(:r) = — X pour la première fonction etcp(^) = pour la 

seconde. 

9. Nous allons terminer par une dernière remarque en étendant 
les mêmes considérations aux équations difierentielles simultanées 
linéaires et du second ordre. 

Nous nous bornerons à deux équations que nous supposerons 
de la forme 

où a, p, Y) S sont des constantes dont le déterminant 



A = 



Y S 



est supposé différent de zéro. Si nous répétons le même raison- 
nement qu'au n® 1 en posant 

dûP* 

•3^ =/(^)» ir, = ç(a?), d'où x=z^(xt), 

dy dz 

on transformera le sjstème donné en un autre qui lui est réci- 
proque et de la forme 

On vérifie de la même manière que, si y^=.u{x)^ z-r^vi^x) 
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sont (les solutions de (i), les dérivées u'{oc)j s^\x) considérées 
comme fonctions de x^ sont solutions de (2); et réciproquement, 
si yi = //| (a:|), 5| = i^i(a:i) sont solutions de (2), les dérivées 
u\{xi)^ ('', (xi) considérées comme fonctions de x sont solutions 
de(i). 

Considérons comme exemple le système 



le System^ réciproque est 



(a^i+p^,), 



^' (3x0* 

Si Ton sait intégrer un de ces systèmes, on saura intégrer Tautre 
aussi. 

Remarquons que, si dans le premier système on fait le change- 
ment des fonctions et de la variable en posant 

1 

yzzzUX^ Z=VX, 37=-» 

on obtiendra le système à coefficients constants 






dïi 



SUR CERTAINS GROUPES DE MATfllEU ; 
Par M. oE SécuiER. 

1. On trouvera dans le Journal de M. Jordan (1902, p. iSg) 
la démonstration du théorème suivant : 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour Inexistence 



> 
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d'un groupe G^ ^ 4- i fois transitif entre les symboles i, . • . , 
/i, «"i , . . . , (j/, 01/ A est le sgroupe fixant <t, , . . . , <t/, F fe groupe 
fixant i = aPo, (Ti, ...,0'/, sont qu'il existe des substitutions 

d^ordre 2, 5^= (<To). . .(<TA-2)(<yA-i, <ta)(<ta+i). • .(<Tf)- .-, telles 
que 



» 



'Jl='» Shfih=^fh, sirsi=a'sia 

Si a Si = a/, ( *,• Si^i y = //, , ( 5y sj+k y = /y^- 

l = ^, ...,/; y parcourt les générateurs de F, a ceux de A. qui sont 
hors de F; r un système de restes ^d i de A mod F; a', a", a/ sont 
dans A hors de ^\ fhyftx^fjk dans F), 

et ces équations jointes à celles de A définissent Gf. 

2. Prenons pour A le groupe J(z, /z), (5, i — z)\^ s parcourant 
un corps de Galois C7c= G d'ordre p'"=zTz (p premier, ir> 2) 
dont i est racine primitive. Posons (z, iz)=^aj (5, 1 — z) = b et 
cherchons à adjoindre à A une S2(*) c= (ooo). • • telle que A soit 
le diviseur fixant un symbole dans jA, c{ =G. On devra avoir 
cac = a", a^=i. Si a=i, comme a = (*•, 1*, 1*,. . .), il faut 

1Ç— I 

que c = (ooo)(i*,r*+P) avec i^^^?=i^, 2p = Tz — i,ou c = (ooo)a ' , 
et G contiendrait (000), ce qui ne se peut, la classe étant tz — i. 
Soit donc a = — 1 . Alors c = (000) (i^, i9~^) est de la forme {rz~*) 
et la condition (c6)'= t donne r= 1. Donc G coïncide avec le 

^it(it»-i)-C=2 (tï^D' '^* paramètres a, p, y, 8 parcourant 
C(ao — Py p2^ o), z parcourant C et co (^). On voit immédiate- 
ment par le même procédé que i^ne peut être le diviseur fixant 
un symbole dans un g"^^. Les équations de 4L s'obtiennent en 
adjoignant à celles de la, 6j c*= (c6)'= (ca)^= 1. 

Le diviseur fixant un symbole dans un g^Li) transitif étant 
métacyclique, il résulte de ce qui précède que le seul g^^i-t 
transitif est 41.(2, )t>). 

3. Prenons maintenant pour A le g«„c_.|) (it impair) engendré 



(*) Je me servirai des mêmes notations quf dans le Mémoire cité. 
(') Cf. MtLLKn, Comptes rendus de r Académie des Sciences, i. CXWVÎ, 
1903, p. if)]. 
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par a=z{i^z) = (/•, i^ . ..,!«-») (/, i', . ..,*''"*) elle g^abélien 
principal B formé des subslitiitions 6p== (2 + P), ^ parcouranlC 
(je poserai 6, = 6 ; si tc=/>, ftp= 6P). A est défini (•) par 



ic — 1 



^ ' = b^=zi, bfkbk= bA^h, a * b^^ = bit^t A, A* parcourant i, 
/, . . . , i'»-* (si iP= 2j'-« apw'S 6i>= nj*-« 6??')- Cherchons à ad- 
joindre à A une $2 c=(ooo)... telle que, dans Cj=jA,c!, 
A soit le groupe fixant 00. 

Par les mêmes raisonnements que dans le Mémoire cité.(*) où 
Ton changera en indices les exposants de b, on trouve que 
c = (r^"*), r étant un carré ou un non-carré suivant que iî ^ 1 
ou ^ 3 mod 4, c'est-à-dire que (j* = t)(2, tt), sauf que, si Tz=:'jy 
Cj peut encore être le g*^^^ composé; et l'on obtient ainsi les 
équations de t). 

t)(2,'jr) ne peut être le diviseur fixant un symbole 9 dans 
un g'^^. Soit en effet e/ la S2 à adjoindre à t) pour engendrer ce 
g«+2 et supposons d'abord ir^ 1 mod4* On voit, comme dans la 
recherche précédente, querf=(<joo)(5,Ç2 5~*) (;;pE^o), Ç'^=r'^=i*P' 
ou 5^ = 5'= ï^^ selon que z est carré ou non. On a c= (r5"*), 
rfc= (<Tooo) (5,rÇi^* 5) (5 pE^ o), et (rfc)', qui fixe o, doit être 
dans j a j, ce qui exige 7^= 5'. De plus rf doit être permutable à A, 

donc à B, seul g« de A; or c6aC= (^-^-—5) n'est pas de la 

forme (5 4- A). Si 7t ^ 3 mod 4, on a de suite r'= y. 

Au contraire y le g\^ composé est le diviseur fixant un sym- 
bole dans un g\^^^ trois fois transitif; on le verra bientôt dans 
un théorcme plus général. 

4. Tout g';>(/i«-i)X qui a plus d*un g^ en a yo-f-i. Si donc X 

est simple, il est représentable en g/^* = t)(2,/>). 

Si /? == 2y -|- I {q premier), X est encore représentable en g^**** 
[donc isomorphe à t)( 2, /?) ou au gj„g composé] sauf s'il a ung^ 

(*) Cf.f loc. cit., p. 264. 

(^) Je reprendrai seulement ici un point de détail. Si a=— i et si c échange 
lescyclesdea(dont'n = 3mod4>, ct= (000) (i»*, i»?+»-^j = (5, rz-^){r= 1»?+'). 

Or c6c = (00, r, - 1 -» •••, —r), eicb^c devant être de la forme If^cb^'b^^arb,, 

où t est arbitraire, il faut, pour / = /% que Ton ait x = x'= r, cbc — b^cci^b^ : 
le second membre devant fixer o, iTr doit être égal à — r, ce qui exige que Ton 
ait 7: =3 3 mod \ ; alors y se trouve déterminé. 




V 
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normal Q dont chaque élémenl est permiilabic à chaque e^. Dans 
ce cas d'exception, X| Q est représenlable en g/^* 2 fois transitif 
de classe/?, el /?-|-i = 2*^. Or, pour que 2*^— \=p et 2"""* — * = ? 
soient premiers, il faut que w et (o — 1 le soient; donc gr = 3. 
Maïs. alors, X|Q ayant un gg ahéh'en normal, X a un gs.g abt'î- 
Jîen Y. Si Y n'a qu'un gg A, il est le produit direct de Q par A, 
et X est le produit direct de Q par un gso de Mathieu. Si Y a 3gg, 
ils ont un gi non cyclique commun A, caractéristique dans Y, donc 
normal dans X, et AQ est le produit direct de A = |6, c\ par 
Q z= ;«;. Y est défini par les équations de A, Q jointes à rf^= i, 
db-=^bdj dc = cd^ dad=ia^. D'ailleurs X | AQ, d'ordre i/J? n'a 
qu'un g7 auquel répond dans X un g?. 13 contenant un seul g? 
S = J5J. Ainsi sa = aSj dsd :=s''*j et (en prenant au besoin bd 
pour 6, cd pour c) sb = bs, se = es. 

Pour le cas 'R^/?, je prouverai seulement que t) (2, 3^) est 
le seul gi^o simple^ le théorème précédent fournissant une dé- 
monstration plus simple que celle donnée par M. Cole ('). Un 
gseo simple G a 10 ou 4o g». Supposons-en 4^* Comme 4^ ^st 
p^ 1 mod 9, les gg ne sont pas premiers entre eux deux à deux. 
Soit \a\ un ga divisant deux gg. 11 en divisera v ^ i mod 3 et le 
groupe A des éléments permutables à \a\ est d'ordre /rvg. 
G, n'étant pas représentable en moins de six symboles, n'a aucun 
diviseur d'indice < 6. Donc v = 4, A* = i . Considérons G comme 
représenté en g*® relativement à A. a, n'entrant que dans 4 go 
qui sont ceux de A, ne divise aucun conjugué de A et est par suite 
de degré 9. A| j« j est un gi 2 ayant 4 ga (il est donc tétraédral) et 
un g4 non cyclique. Donc A a un g^^^ B > | a j qui est abélien ou 
contient 3 g4 non cycliques ayant un e2 normal dans B. Cela étant, 
B ne peut avoir 3 systèmes d'intransitivité de degré 3; il 
devrait donc en avoir i de degré 6 el i de degré 3 et serait 
impair, ce qui ne se peut, G étant simple. Donc G a 10 gg. 
Considérons G comme représenté en g*® relativement au gag A 
formé des éléments permutables au gy B. B, étant premier à tous 
ses conjugués (le raisonnement l'ait dans le cas précédent le 
montre), est de classe 9 et, par suite, transitif. B n'est pas cyclique, 
car le groupe des substitutions permutables à B dans le champ 

(M -4. /., t. XV, 1893, p. 307. 
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de 6 serait dWdre 54 non divisible par 36. Donc A = BC, C étant 
un g4 du groupe linéaire à a variables modp^ et, comme G est 
simple, donc pair, C est cyclique. Dès lors le g*® deux fois tran- 
sitif où A. est le g* fixant un sjmbole est tî)(2, 3*). 

5. Cherchons à construire un gic(ir«_i) (iz impair > 3)G dont un 
groupe facteur soit t)(2, tt). Le groupe des isomorphismes I de t) 
est j t!), (iz)^ (^'')\ ®" sorte que I ] t) est un groupe abélien engen- 
dré par deux générateurs indépendants dWdres respectifs 2 et m. 
t) est donc unique de son type dans I, car si I contenait un 
groupe X!)'yé'0 et isomorphe à t), il contiendrait t)t)' et 1 1 1) n'au- 
rait pas le type indiqué. Il résulte dès lors d'un théorème de 
M. Holder (M. ^., t. XXiVI, p. 33i) que, si m est pair, I a exac- 
tement trois g^(,ct_|j distincts non isomorphes qui sont .Ç^(2, k), 

l'Oj{zP*)\ = Jl^j \xD,\/zP*)\ = J^. Si m est impair, I n'a qu'un 
gic(ic*-i) qui est 41(9) t^)» G n'a pas d'autre type si sa seule suite 
de composition est G, t), i. 

Supposons que G admette la suite G, D, i (D= jrfj, rf*= i ; 
je supposerai les exposants de ^f réduits à o ou à i). A, A*, ^ par- 
courant les mêmes valeurs que précédemment et j^p=y étant 
déHni par ^^^ x, G aura pour équations 

T P 

da = adj db^ = b^, dy de == cd. 

En prenant 6a rf^* pour 6a) on peut supposer (6jf*6>i 6a ela^* bhft 
étant alors, comme bk^ d'ordre/?) que Sa= {Xaa= oa= o. 

âSi Y=o, on a nécessairement o=o. Cela est clair si ir^ 3 mod49 
car, a et a'* d n'étant pas alors du même ordre, on ne peut avoir 
c~^ac=^ a""* d. Soit donc « ^ i mod 4 î De, dans la représentation 
de G|D donnée au n**3, sera représenté par (r5~*),/* étant un carré. 

La transformée de (rj5~*) pariv= lir— — j-\ où \^r — r,*^ — ir 

est (r-s~* ) {i^z)) qui correspond ici à Dca de G | D. w étant dans 
t>(2, II), on voit que De et Dca sont conjugués dans G | D. Donc 
c est conjugué de ca ou de cad dans G, et, dans les deux cas, 

(ca)2=i. 
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Si Y= 5 = I , en posant ca = c', on obtient c'^= i , c'~* ac'= a~' d, 
c'"''ftprf^pc'= 6_/»x»^'^'^* ^i«xS cl ''on a bien p£r+«=:iy., de 

sorte qu'en changeant x en ix on est ramené au cas impossible 
Y = o, 5 = 1. Donc 5 = o. On aura 

et, puisque Aprf^p et b^i-tcfi^— sont du même ordre, il faut que 
Op= Opi-<. Mais alors, changeant c en Cé^i, on aura, pour ^ carré, 
c"* 6pc = b_^%cayb _ x«. 

T" T" 

Soit d'abord ?r^3mod4« On peut toujours, en prenant au 
besoin ad pour a, supposer a = o. La formule précédente donne 
alors C* b ^y^%c = dy bpcar'ypbp. Donc on n'aura que deux types : 

~r 

l'un répondant à y = o est le produit direct de '0(2, 1:) par D, 
l'autre répondant à y = ï coïncide avec le groupe U('2,ir) des 
substitutions linéaires homogènes à deux variables de détermi- 
nant I. Ce groupe U n'est pas un produit direct et l'on en a ainsi 
les équations 11 ^ 3 mod 4* 

Soit 71^ I mod 4- Prenons x carré; y sera pair pour ^ carré et 
impair pour ^ non carré. En prenant donc ad^f pour a, on aura, 
quelque soit p, C* bf^c = b_y^tca?b_y^%. On peut donc supposer 

T" . X 

9^ = 0. Or, dans la représentation de G|D en g^+* deux fois 

i 
transitif du n®3. De = (/•5~*),qui fixe les deux symboles ± r^, est 

une s^~^ Comme |Da| est le diviseur fixant o, 00, toutes les s^^* 



sont conjuguées de Da ^ . 



tc-i 



Donc, dans G, c est conjuguée de a ^ ou de a ^ d et, ces 
deux éléments étant d'ordre 2«"*"*, il faut que Y=8 = a. On a 
donc encore deux types : l'un, répondant à y = « = o, est produit 
direct de t)(2,ir) parD; l'autre, répondantàY = a = i, est U(2,7r) 
dont on a ainsi les équations pour?; ^ 1 mod 4* 

6. Prenons maintenant pour le groupe A du n^ 1 le gf^ç engen- 
dré par a = (i^^) (y g = ^ — ^^ P*'* '^ même gJJ B que précé- 
demment. -\ est défini par les équations de B jointes à a^=i, 
a^^ bj^a=. bnh< Cherchons à adjoindre à A une s^ r;=(ooc'^... 
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telle que, dans CJ = J A, cj, A soit le diviseur fixant oc. On aura 
cac = a*, a^= I. 

Soit d'abord a=i. 5/ alors q est pair, A contient une 

n 
seule S2 rt* fixant o et 30, en sorte que C^ a ^«(«4- 1) sf"' conte- 
nant {'^(•n^ — 1) cycles binaires. Or soient c et c' deux substitu- 
tions ayant le cycle (000); ce' sera dans jaj, soit c'=ca^; et 
inversement ca^ a le cycle (000), Chaque cycle binaire figurant 
ainsi dans q substitutions de (/, les substitutions de (f présentent 
•«(«4-1)^ cycles binaires. Donc ^'^('ï^-i- 0? ^^^ =t''^('^* — 
et y == 1: — I ou 5 (tî — 0> ^® qu'on a reconnu impossible. 

Soit donc q impair. Alors, c, ne pouvant transformer en lui- 
même aucun cycle de a (la classe est ir — 1), les échange deux à 
deux et est de degré ?:+ ■• D'ailleurs c doit être paire, sans quoi 
les substitutions paires de (j' formeraient un diviseur Cf' dont le 
p. g. c. d. avec A serait d'indice 2 dans A, tandis que A est 
pair et divise Cj*'. Donc ^(''î-hi) est pair et it^3mod4. Ici 
encore toute substitution de Ç ayant le cycle (ooo) est de la 
forme ca-^, et parmi elles c est la seule S2 [c-={ca^Y ^tant de 
degré -n-l- i, il en est de même de ca-^]. Donc, Ç étant deux fois 
transitif, toutes ses s^ sont conjuguées et au nombre de tz [il y 
a ^Tz{r.-\-\) cycles binaires possibles, et chaque S2 en a ^(it-hi)]. 
Donc c, par exemple, est normale dans un ^{n+\)q O'. D'ailleurs, (/a 
7c^ — I sjjdu type de 6 fixant un seul symbole, .j''î('ï^-i-i)(y — O^J"' 
(q' divisant q) conjuguées de a^ (a^^ i) fixant deux symboles, 
57:(ic-|-i)(^ — 1) sj^' conjuguées de ca^, Lesic-|- i substitutions 
restantes qui sont les S3 doivent être contenues dans C' et de même 
dans chaque conjugué de C'. Donc les S2 sont permutables entre 
elles et forment avec l'unité un g,ç^| G = } c©, • . . , c«_< j (co = c) 
normal dans (/ (c'est le p. p. c. m. de e(«4.|)).Donc ir-|- i est de la 
forme a". Le procédé de démonstration précédent est emprunté à 
Frobenius (S. A. B,, 1902, p. 1*^64), qui s'en est servi pour le 
cas Tz=zp. 

Je dis maintenant que tz=z p. Soit en effet v l'exposant auquel 
appartient 2 mod/>. On aura n = k^ et, 2*^ — i étant divisible 
par 2^ — I, 2^—1 a la forme p^ et />'"= 5:*(J)/>n*. Soit A ==/>*/, 
r = p?s (/, s premiers à p) : pour r<ip^^ (rV^*^ ^^^ divisible 
par ^'*l^+^*P [voir Joudan, Traite, p. 127) qui est >/>l^"*"* air 
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est > I ; pour z*^/?*, p''^ est > p^^ si x > o. Donc S^(J)/>''l^ 
cl, par suite, p^ est congru à />»*"*"^Zmod/?l*+*"*"*. Donc A-=i, 
v=/i, jx=/n. De plus, m est impair, sans quoi /?'"+! 
serait ^ a modS. Enfin m = i, sans quoi /? + i , divisant yt?*" 4- i» 
serait de la forme 2'''(/i'< /i) et 2 appartiendrait à l'exposant n'. 
Donc 'K=p = 2" — I . Donc n est premier et q divise 2""* — 1 . 

Ces conditions sont sujpsantes. En effer, C étant normal dans 
Ç = Ae, A divise le groupe linéaire L(/i, 2) à n variables moda 
qui est d'ordre K/>y (K premier à p) ; donc, B = \b\ étant un g^ 
quelconque de L et a une s^ d'ordre Impair permutable à B(*), 
on peut prendre ja, 6j pour A, et, une fois A choisi, Ç n'a qu'une 
détermination qui est AC Les équations de Cj' s'obtiennent en 
adjoignant à celles de |C, 6j = |&, c| sous la forme donnée (avec 
d'autres notations) au n" 3 ou sous la forme donnée dans le 
Mémoire déjà cité (^) \J étant une racine primitive du corps 
galoisien C^" d'ordre 2" et t parcourant C2", on peut écrire 

b = (Jt) = (>', ;•»+'), a = W, jf'), c = (i — /)] les équations 

o^^i, a~^ ba= b^ y ac^=ca (d'où a^^CxCù^^ca^ir en posant 
Cx=b-'cb'). 

On va voir que q = 1 ou n^ en sorte que, si Von/ait abstrac- 
tien du cas gr = i , (j est complètement déterminé pour tous les 
nombres premiers de la forme 2" — i . Comme q = n divise 
a""' — I, on retrouve ce résultat que, si q = ^(p — 0> ^'^ 
a p = 'j. 

Représentons désormais ^ par les symboles de Cs", A = Ja, b\ 
fixant o, |a| fixant o, i et cherchons à adjoindre à CJ une s^, 
d = (t, fft) = (i)(o<x>). . ., telle que, dans jcj, d\ = X, (J soit le 
diviseur fixant 00. Il faudra que dbd=b^*^ da = ad{dcut doit 
transformer dbd en db^d) et que {cdy soit dans | a|. La première 
condition donne ^t=j^{jt){t^o)^ d'où, en multipliant les 
équations répondant à f = i, y, ..., y«=^, yj^ ^ AJ^"* niod2 
{h "=. /"■* «p i). La troisième, en écrivant que (crf)' fixe o et 1 , donne 

(*) L a toujours hors de B des éléments ^i permutables k B, et il y en a 
d'ordre impair, sans quoi \{p — \^ étant impair, L serait impair et aurait un 
diviseur normal d'indice a, tandis que ses facteurs de composition sont p 
et (U, I). 

(') Journal de Mathématiques y 190a, p. aHS. 
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/i ^ 1 et devient (crf)' = i . La deuxième donne ©(y'**) = ?(y')* i 
d'où A* ~* ^ I qui est une identité si y = i et qui redonne h ^ i 
(puisque A^*~* ^ A^^ i) sî y > i . Les substitutions 6, c, rf sont 
les générateurs de -(^(a, a") = 0(2, 2") dont elles vérifient les 
équations, et, comme les équations de X s'obtiennent en adjoi- 
gnant à celles de i ft, c, d\ a^= 1, a~* ba^=b^^^ ca = ac, da = ad^ 
JC contient normalement 4^. Or JC divise le groupe J des isomor- 
phismes de 4^qui est d'ordre 2" (2*" — i)n ein est premier. Donc 
q=i ou n et :k = jI^ou J. 

Soit maintenant a = — 1. On a certainement une solution 
pour Ç en prenant c = (/vs"*), car on obtient alors, comme au n"3 
(voir le Mémoire cité), cèpe = 6^ca^ft^(iTrp2 = — r), et ces 

équations jointes à celles de A définissent CJ. (J est toujours d'in- 
dice Y dans ^(2,ir). Si donc y est impair, *{=i, sans quoi le 
p. g. c. d. de (j, t?(2, «) serait d'indice y dans t), et y? q"» divise 
it — I , devrait être égal àit-f-i ouà7:(ouà6siir = 9; mais 6 ne 

divise pas 8). Si y est pair (donc r impair), Ç est d'indice 2 dans 
t>( 2, ic) et l'on voit de même que y = 2. 

Les résultats précédents complètent et étendent au cas où m 
est > I les résultats partiels obtenus par M. Frobenius (loc. cit.) 
pour m = I . On en déduit aisément aussi une nouvelle démon- 
stration du théorème suivant, établi parie même géomètre à l'aide 
de la théorie des caractères : 

f^^gpf{i^) G ayant exactement i -^p ffp est nécessairement 
un des groupes ^{2, 5),T)(2, 5), T)(2, 7), t)(2, 11). 

En effet, le p. p. c. m. M d'ordre pq (i +/>) des g^ de G est 
simple (*). Il est donc représentable en g^+* et coïncide avec 
t)(2, p). Donc q= J(/> — i) ou /? — 1 et .de même q. Si donc G 
est ^V et n'est pas le produit direct de t) par un ga, il coïncide 
avec 4^(2, /?). Mais r)(2, /?) n'est représe^tablé en g^ que pour 
/> = 5, 7, Il et ^(2,/?) ne l'est que pour/7 = 5, ce qui démontre 
le théorème. 



(») Miller, />. L. M, 5., l. \XXI, 1899, p. î48. 
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SUR LES SÉRIES A TERMES CONTINUS ET TOUS DE MÊME SIGNE ; 

Par M. René Baire. 

1. Je me propose de démontrer ]e théorème suivant, qui, à 
cause de la simplicité de son énoncé, me paraît présenter un cer- 
tain intérêt. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu!une fonction 
soit représentable par une série doht les termes sont des fonc- 
tions continues et sont, à partir dun certain rang y tous de 
même signe, est qu^ elle soit semi-continue, supérieurement dans 
le cas des termes négatifs, inférieurement dans le cas des 
termes positifs ( * ). 

Je me bornerai, pour simplifier, au cas d'une seule variable, et 
j^étudierai le cas où les termes de la série finissent par être tous 
négatifs (ou nuls). En réunissant au besoin en un seul terme un 
certain nombre de termes au commencement de la série, on peut 
supposer que tous les termes sont négatifs ou nuls à partir du 
second. Cela étant, si fs est la somme des v premiers termes, la 
suite de fonctions continues f^^f^, . . .,/v9 • • • ne va jamais en 
croissant, c'est-à-dire qu'on a, quel que soit a;, 

fx{ic)lA{x)>...lf^{x)>...>f{x), 
/élani la somme de la série. 

2. Le fait que la condition de l'énoncé est nécessaire est un cas 
particulier du théorème suivant : 

Si une suite de fonctions semi-continues supérieurement /i, 
/a» • • • > /vî • • • « une limite /, avec la condition qiCon ait^ 
quels que soient x et^, 

/v(^)^/(^), 

f est aussi semi-continue supérieurement. 

(') /(x) est dite semi-continue supérieurement si, quel que soit x^ et quel 
que soit e> o, pour toutes les valeurs d*un certain intervalle {x, — s, x«+ at)i 
on a 

/(a:)</(j:o)-t-£. 
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En elTel, soit ^o "ne valeur de x^ et soit s > o. Comme on a 

lim/v(:ro) =/(.ro), 

V • 

on peut trouver/? entier tel que 

//»(a^o)</(a^o)-4-£. 

Comme y*;, est semi-contînuc supérieurement, on a, quand x est 
dans un certain intervalle {Xp — a, j^Q-ha), 

//^(^)</;>(^o)H-» 
et, par suite, 

La condition 

exprime que /est semi-continue supérieurement. 

Les conditions de cet énoncé sont évidemment vérifiées dans le 
cas où les /y sont continues et ne vont pas en croissant, ce qui 
démontre que la condition du théorème du § 1 est nécessaire. 

3. Reste à démontrer la réciproque. Soit/ une fonction semi- 
continue supérieurement. J'ai donné, dans une Note parue dans 
ce Bulletin en igoo (Nouvelle démonstration d'un théorème sur 
les fonctions discontinues, § 1 et § 4), un moyen de former sim- 
plement une suite de fonctions continues tendant vers /• Je 
reprends l'exposé de cette méthode dans le cas d'une variable. 

Soit /définie dans Tintervalle (o, i). Je définis /y comme il . 

suit : pour chaque nombre de la forme —(a entier), /y est égale 

au maximum de /dans l'intervalle ( — ^ > — — j. Dans l'intervalle 

qui a pour extrémités deux nombres consécutifs de cette forme, 
/ varie linéairement. 

La suite de fonctions continues y i,/2, . . .,/v, . . • tend vers/. 
Car, soit Xo une valeur de x^ et soit e >> o; /étant semi-continue 
supérieurement, il y a un intervalle (x^ — A, x^-i- h) dans lequel 

on a 

/(«^)</(^o)-he. 
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V élanl donné, soîl a Tenlier tel que 






/v(jro) est compris entre /y ( — ) et /, ( ~~r" )♦ 9"' ^^^^ respectî- 
venient égaux aux maxima de/ dans les intervalles l ^ y — ^j> 

( — > — —)', ces intervalles, qui contiennent tous deux Xq^ sont, 

dès que v dépasse une certaine valeur, contenus en entier dans 
(jTo — A» ^oH- A). A partir de ce moment, les maxima en question 
sont compris entre f{x^) et /(xq) -H c; il en est donc de même 

pour/v(^o)- 

Ainsi Ton a, quel que soit or, 

lim/v(a7) =/(ar) 

V w 

et de plus, quel que' soit v, 

Mx)lf{x). 
Mais je dis qu^on a, en outre, 

Pour que cette inégalité soit démontrée pour toutes les valeurs 
de x^ il suffit, si Ton tient compte de ce fait que /y et /^i sont 

linéaires dans tout intervalle (-^> 'Tî^ ) (rentier), de la vérifier 

lorsque x est de la forme -^:;7- 

Plaçons-nous dans ce cas, qui se subdivise en deux : 

1" aestpair=2p; ar=^ = i. 
f^i{x) est égal au maximum de/ dans l'intervalle f ^--ç- > ^— ç- j 

/i+i {x) est égi^l au maximum de/ dans l'intervalle ( -^:j:^ i 7-^:^:7 j 

qui est contenu dans le précédent. 

On a donc bien 

/v-i-i(^)l/v(ir). 
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2" a est impair=2p-M; x=~^^= -^. 

f>i{x) est égal à la demi -somme des nombres /v(-^) et 
fy, ( ^— 7~ )» respectivement égaux aux maxima de/ dans les inter- 
valIcsVP^, P:ti) et a. 1±3). 

/v4.i(^) est égal au maximum de/dans l'intervalle (^^^T* ""^^ ) 
ou ( -^j ^~v~) 4"* ^^^ contenu dans chacun des deux précédents. 

Donc /v+f(^) est inférieur ou égal aux nombres /v{-^) et 

/v f ^ ^ ) et aussi à leur demi-somme fy{x), ce qui vérifie la 

condition indiquée. 

Il est ainsi établi qu'une fonction scmircontinue supérieurement 
peut être considérée comme la limite d'une suite de fonctions 
continues allant en décroissant, ou encore comme la somme d'une 
série de fonctions continues à termes tous négatifs à partir du 
second. De même une fonction semi-continue inférieurement est 
la somme d'une série à termes continus et tous positifs à partir 
du second. 

Ces résultats s'étendent au cas de n variables, en utilisant les 
méthodes indiquées aux § 1 et 4 de la Note citée, et introduisant 
dans les démonstrations qui précèdent des modifications évidentes. 

On a ainsi tm procédé de représentation qui est spécial aux 
fonctions semi^continues. 



LES SIX ÉQUATIONS DISTfNCTBS DU TRIANGLE 
EN MÉTRIQUE ANINfOLDTIVE; 

Par M. G. Fowtené. 

1. Les principes de la Métrique aninvolutive ont été exposés en 
1892 dans un Ouvrage ayant pour titre : U hyper espace ; un 
résumé de ces principes a paru dans ce Bulletin^ l. XXVI, p. 176, 
en ce qui concerne l'espace ordinaire. 

En se bornant à la Géométrie plane, les éléments métriques 
que considère la Métrique aninvolutive sont relatifs à deux coni- 
ques F et ^ doublement tangentes. Liant donnés deux points A 
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et B, la droite AB coupe la conique F en deux points F', F'', et, si 
l'on désigne par R le rapport an harmonique (A, B, F', F"), on 
appeWe pseudo'dis tance des deux points A et B la quantité 

ÂB= — . loffR; 
ai 

le pseudo-angle de deux droites a et ^ se définit d'une manière 
corrélative, en considérant celte fois la conique o. Si Ton suppose 
que F et 9 sont deux ellipses imaginaires, dont les équations ont 
des coefficients réels, les quantités R et p sont des imaginaires 

de module i, et Ton a, par exemple, avec AB réel, 



cos AB -h i sin AB = e' a» = y/H , 
i cosAB — isinAB = e-'AB— _^, 

ou 

isinAB _ cosAB ^ i 
H — I "" K-+-1 ~" av/ÏÏ 

On définit alors pour chaque droite un paramètre spécial T, 
pour chaque point un paramètre spécial 6, et Ton pose par 
exemple 

sinAB 

.. _, sin(T-Â B^ ,„ .^ sin(T + ÂB) 

d^où il suit que l'on a 

î«(A,B) = i-Y(A,B)x-r(B,A): 
on pose encore 

les deux <i étant de signes contraires. On définit de même les 
quantités a-(a, P), .... 

Le caractère essentiel de la Métrique aninvolutive est de consi- 
dérer les figures en position. La Métrique de Cayley et Klein n'est 

XXXII. n, 
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c|u\]nc transformai ion lioinographique de la Métrique de Lobai- 
chefsky, et le fait que les éléments métriques des figures dépendent 
de leur position disparait par réduction à la Métrique aneuclî- 
dienne; une réduction analogue n'a pas lieu par la Métrique anin- 
volutive, fondée sur la considération de deux coniques F et y. 
L'existence d'un paramètre spécial T pour chaque droite, d'un 
paramètre spécial pour chaque point, fait d'ailleurs du plan dans 
lequel on opère un être géométrique non homogène. En Métrique 

ordinaire, tous les paramètres ont la valeur commune -; les 9 

sont alors des sinus de pseudo-distances ou de pseudo- angles, 

les Y sont des cosinus, les - sont des cotangentes. 

2. Il existe wne simple infinité de figures ayant les mêmes élé- 
ments métriques relativement aux deux coniques F et ^ ; une 
transformation homographique permet en effet de réduire ces deux 
coniques à un système de deux cercles concentriques. Voyons 
quelles sont les conséquences de ce fait pour un triangle. 

Soit un triangle ÂBC, dont les côtés sont portés par les axe^ a, 
^, y; les éléments métriques fondamentaux sont au nombre de 
douze : trois pseudo-distances, trois pseudo-angles, trois para- 
mètres T, trois paramètres Q; ou encore : six comoments tels que 
Y(B, C), y(C, B), auxquels se rattachent trois quantités ^(B, C), 
et, d'autre part, six comoments tels que y(P'Y)> ï(Y^ ?)» •••• 
Comme un triangle dépend de six paramètres, il suit de ce qu'on 
a vu plus haut que cinq éléments métriques d*un triangle suffisent 
à déterminer tous les autres; il existe donc sept relations dis- 
tinctes entre les douze éléments fondamentaux d'un triangle. Je ne 
puis démontrer ici que l'une de ces relations contient une constante 
remarquable, que l'on doit regarder comme étant le paramètre 
spécial du plan dans lequel on opère; celte relation est d'une 
forme assez compliquée quand on la considère comme ayant lieu 
entre les six paramètres relatifs au triangle et la constante du 
plan; je n'ai pas essayé de l'écrire avec les y et la constante. 
Je la laisserai entièrement de côté, et je donnerai quatre 
groupes équivalents de six relations entre les douze élé^ 
ments Y- 

En écrivant pour chaque groupe une seule des six relations qui 
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le composent, on a d^abord 

(I) Y(B,C) = Y(B,A)x-r(A,C)-T(B,A)(i(A,C)XY(ï,P), 

(II) Y(p,Y) =Y(P,a) XY(«,Y) - ^(?, a)(i(«, y) xy(C,B); 

comme extension de la formule de Trigonométrie sphérique 

s'inb cota — siiiG cotA = cosb cosG, 

où Ton considère les éléments a, A, b, G (avec les angles exté- 
rieurs), on a encore 



(HI) ^(C,A)i(C,B) + (crp,a)i0,Y) = Y(C,A)Y(p,a), 

(IV) ^(A,C)l(B,C)-^<î(a,p)-l(Y, P) = Y('VC)Y(»,P). 



On a aussi 

cr(B,C) ^ a(C,A) ^ g(A,B) 

^ ^ n{i,Y) nY»«) ^(»ip;' 

les trois rapports étant de même signe par hypothèse. 

3. Nous adopterons ici les notations suivantes : 

<T(B, C) = a, / Y(B, C) = a', / y(C, B) = a', 

(i(C, A) = 6, Y(C.A) = 6\ -^(A,C) = *% 

a(A,B) = c, fY(A,B) = c', fY(B,A) = c', 

»(P, T) = A, / Y(|i, Y) = A', / Y(ï, P) = A', 

^(T, «) = B, j Y(T, «) = B'. Y(«. ï) = B', 

(1(2, P) = G, ( Y(«, P) = C, ( Y(P, a) = C; 

on a donc 

a«=i-a'a', / A«=:i — A'A', 

6«=i— 6'6', I B« = i — B'B', 

c« = i--c'c', ( C5 = i — ce, 

et, par hypothèse, les trois rapports t» b> f sont de même signe. 
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On a alors les quatre groupes de formules 



(I) 



(II) 



(III) 



(IV) 



(I) a' = 6'c' — 6cA', 

(a) b" = c'a' -^caB', 

(3) c" =a'b' —abC\ 

(I) A'=B'C — BCa', 

(a) B'=C'A'-CA^', 

^3) C'== A'B— ABc', 



d') 

(I') 
(•') 

(3') 



a' = b'c' - bcX' 
b' =zc'a' — caB'. 

c' = 

A' = 

B'=C'A'-CA6', 
C' = A'B'— ABc'; 



a'b' -abC; 
B'C'-BCo', 



(I) 


a A 


(■') 


<=^-«x =-'''«'' 


(2) 


*' A B' -A. 


(a') 


4^^ï=-«'G'. 


(3) 


c C ' 


(3') 


6^^ -f-A'l =-6' A'; 
c Ci 


(!) 


a A 


O') 


c'''-+-B'^'=-c'B', 
a A ' 


(2) 


^' » B' , , , 
c j + A jj- =— C'A', 


(>') 




(3) 


a '^ -+- B ^' - a'B', 


(3-) 


6-H-A^' =-^'A'. 



On passe des formules de gauche à celles de droite en permu- 
tant par exemple 6 et c, B et C, et échangeant les accents (' ) et C^); 
le groupe (III) est son propre corrélatif, les formules (i) et (i') se 
correspondant. 

On a encore 



(V) 
en posant 



abc 
A "" B "■ C 


abc v^A v^8 
- /5 - ABG-/Ï' 


I c' b' 




1 C B' 


c' 1 a' 


A = 


C I A' 


b' a' 1 




B' A* 1 



et en disposant des signes des deux radicaux ; ces formules sont 
analogues aux formules de Trigonométrie euclidienne 



a 



__ abc _ \R/ _ 



aS 



sinA sinB sinC 2 S sinA... 



( 



I) 



> 
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4. Pour établir l'équivalence des groupes de formules (I) et (II), 
montrons par exemple que les formules (1) donnent les for- 
mules (II). En vertu des formules (I), le déterminant adjoint au 

déterminant o est 

rt» abC acB" 

baOr 6* 6c A' 

caB' cbk' I 

La considération des trois mineurs relatifs aux éléments a^, 
6*, c^ donne d'abord l'égalité des quatre premiers rapports (V); 
le mineur relatif à l'élément bcA! donne ensuite 



ou 



a«6c(B'C'- A')=a'x8 



B'C'-A' = a'x ^x ^ =a'xBC. 



ac 



ab 



On peut encore faire la démonstration en se limitant aux trois 
premiers des rapports (V). Les formules (i) et (i'), (a) et (2') du 
groupe (1) donnent 



ou 



c*(ô«A'A'— 'a*B'B') = (a'a'— 6'6')(i — cV) = (6»-a«)c« 



a«B«=6«A«; 



les trois premiers rapports (V) sont donc égaux, étant donnée 
l'hypothèse faite sur les signes. Si l'on élimine alors c' entre les 
formules (i) et (3') du groupe (I), on a 



ou 

ou encore 



6cA'=6'(a'6'-a6C')-a' = — 6'a6C'— a'6«, 

cA' = — aô'C*— a'6, 
CA' = - A^'C— a'B; 



l'élimination de c" entre (i') et (3) donne de même 



CB' = — Ba'C'-6'A: 



si l'on élimine b' entre ces deux formules, ce qui se fait en les 
ajoutant après avoir multiplié la seconde par — C, on obtient 

C(A'-B'C')= — a B(i-C'C'') = -a'BC», 

ce qui donne la formule (1') du groupe (II). Ce dernier calcul n'est 
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que Textension d^un calcul bien connu de Trigonomélrie splié- 
rigiie. (Cf, par exemple Brîot et Bouquet.) 

o. Pour passer du groupe (I) au groupe (IH), reprenons la 
formule 



fournie par rélimînation de c' entre (i) et (3') de (I); si Ton divise 

c C 



par a, et si l'on remplace - par v» oï* obtient la première des for- 



mules (III). 

Inversement, pour passer du groupe (III) au groupe (I), éli- 
minons C entre les formules (i)et(3') du groupe (III) écrites 
ainsi : 

a A c C 



si Ton ajoute ces formules, après avoir multiplié la première 
A 

C 



par p^> la seconde par — //, on obtient 



a ié C 



c 



OU, en multipliant par T' 

a Cl 

ce sera la première formule du groupe (I), si l'on peut rem- 

Al 

placer - par -r* Il resterait donc à déduire des formules (III) l'éga- 
lité des trois premiers rapports (V); je n'ai pas réussi à faire ce 
calcul d'une manière simple. 

Si l'équivalence des groupes (III) et (fV) était établie directe- 
ment, on déduirait facilement de l'ensemble de ces deux groupes 
les égalités en question. En divisant par C la formule (i) du 

groupe (III) et la formule (2') du groupe (IV), et en éliminant p» 
on a facilement 

A 13 \j 



ou 
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les formules (3') du groupe (III) et (3) du groupe (IV) donnent 

alors 

. hc' , . ac' a h 



SUR LES TÉTRAÈDRES INSCRITS ET CIRCONSCRITS A DES QUADRIQUES; 

Par M. G. HuMBERT. 

1. On se propose, dans ce travail, d'examiner s'il existe un 
ihéorème analogue à celui de Poncelel pour les tétraèdres inscrits 
à une quadrique par leurs sommets et circonscrits à une ou deux 
autres par leurs faces. 

2. Tout d'abord on reconnaît aisément qu'il y a toujours une 
infinité quadruple de tétraèdres inscrits à une quadrique, A, et 
circonscrits à une autre, B, choisie au hasard; et ce résultat con- 
corde avec celui que donne a priori la comparaison du nombre des 
paramètres avec celui des équations. 

Maïs en ce cas le tétraèdre ne se ferme pas toujours, c'est-à-dire 
que, st l'on se donne au hasard trois faces d'un tétraèdre, pourvu 
qu'elles touchent R et que leur point commun soit sur A, la qua- 
trième face, qui est évidemment déterminée, ne touche pas néces- 
sairement B. Pour qu'il en soit ainsi, c'est-à-dire pour que le 
tétraèdre se ferme toujours, il est évidemment nécessaire et suf- 
fisant que les tétraèdres inscrits à A et circonscrits à B soient en 
nombre cinq fois infini. D'ailleurs ils ne peuvent, en aucun cas, 
être en nombre six fois infini. 

Dès lors, pour généraliser le théorème de Poncelet, il faudra 
rechercher à quelles conditions les tétraèdres inscrits à A et cir- 
conscrits à B formeront une série quinluplement infinie. 

Avant d'énoncer le théorème qui donne la solution de ce pro- 
blème, nous établirons un lemme préliminaire : 

3. Lemmb L — Soient A e^ B deux surfaces du second ordre 
quadrilan gentes ; désignons par ni un point quelconque de A, 
par G le cône de sommet m circonscrit à B, par II un plan 
quelconque tangent « B : je dis que II coupe A et G suii^ant 
deux coniques telles qu'on puisse inscrire à la première un 
trians^le circonscrit d la seconde. 
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Soient en eflet {fig. i) a^yS le quadrilatère qui est la perspec- 
tive sur le plan II, à partir du point m, du quadrilatère gauche que 
forment dans l'espace les quatre génératrices communes à A et 
à B; le plan II coupe les quatre faces de ce quadrilatère gauche 
suivant les droites pq^ qr^ rs^ sp^ qui forment évidemment un 
quadrilatère inscrit au quadrilatère a^yS (*). 

Cela posé, observons que le cône C (de sommet m) coupe 
suivant une conique, qui louche les côtés du quadrilatère a^yS et 




les deux droites pr cl qs\ car : i" les côtés de apyS sont la per- 
spective sur n, à partir de /??, de quatre génératrices de la qua- 
drique B à laquelle C est circonscrit; a** les droites />r et qs sont 
les deux génératrices suivant lesquelles le plan II coupe la qua- 
drique B à laquelle il est tangent. 

D'un autre côté, la quadrique A coupe II suivant une conique qui 
passe parles points /?, (jr, r, 5, et aussi par le point de rencontre 
de a^ avec ov : car une des génératrices de la quadrique A issues 
du point m s'appuie sur les deux génératrices qui ont pour per- 
spective, à partir de ce point, les droites a^etoy; elle coupe donc 
le plan II au point d'intersection de ces deux droites. 

Dès lors, le triangle dont les côtés sont a^, pr et oy est inscrit 
à la conique section de A par II; et il est circonscrit à la conique 
section de C par II, ce qui établit le lemme. 

4. Théorème I. — Étant données deux surfaces du second 
ordre, A et B, quadritangentes, il existe un infinité quintuple 



( ' ) Il esl clair, de plus, que les droiles/>7 cl sr se coupent sur la diagonale ay, 
et les droites ps et y/* sur la diagonale ^o ; mais cette remarque nous sera 
inutile. 
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de tétraèdres inscrits à l'une par leurs sommets et circonscrits 
à r autre par leurs faces. 

Sous une autre forme : 

De quelque façon quon commence et qu^on poursuive la 
construction d^un tétraèdre, inscrit â A et circonscrit à B, la 
construction aboutira toujours. 

Réciproquement, cette propriété n'appartient à deux qua- 
driques que si elles sont quadritangentes, 

5. Démontrons d'abord la proposition directe. 

En vertu du lemme 1 et du théorème de Poncelel, il existe une 
infinité simple de triangles dans le plan II, inscrits à la section 
de A et circonscrits à la section de C par ce plan; sous une autre 
forme, il existe une infinité simple de trièdres circonscrits au 
cône C et dont les arêtes s'appuient sur la conique section de A 
parll. Observons maintenant que les faces de ces triùdres touchent 
la quadrique B, à laquelle le cône C est circonscrit à partir de m : 
nous pouvons dire, eu considérant le tétraèdre formé par un des 
trièdres et par le plan II, qu'il y a une infinité simple de tétraèdres 
inscrits à A et circonscrits à B, a^^ant pour sommet un ^oml quel- 
conque, m, de A et pour face opposée un plan tangent quel- 
conque, II, de B; donc une infinité quintuple de tétraèdres 
inscrits à A et circonscrits à B. 

De quelque façon qu'on choisisse trois faces d'un tétraèdre, 
pourvu, bien entendu, qu'elles touchent B et qu'elles se coupenl 
sur A (en un point m), le tétraèdre pourra s'achever : car, d'après 
ce qui précède, il y a une triple infinité de tétraèdres inscrits à A 
et circonscrits à B ayant m pour sommet, u'est-à-dire qu'on peut 
choisir arbitrairement les trois faces qui passent par m^ pourvu 
qu'elles touchent B; ces trois faces se coupent deux à deux suivant 
trois arêtes, lesquelles rencontrent de nouveau A en des points 
/7}|, /?i3, ms, et le plan de ces irois points est nécessairement tan- 
gent à B. 

6. Corollaire I. — De méme^ si /?î|, m^i m^ sont trois points 
quelconques de A situés dans un même plan tangent de B, les 

XXXff. 9. 
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nouveaux plans tangents menés à B par les trois droites m\ m,, 
/«i /W3, m^niz se coupent en un point situé sur A. 

7. CoROLLAinE II. — Soit m un point d^ une quadrique A; les 
arêtes d\in trièdre quelconque de sommet m coupent de nou- 
veau A en mt^ m^^ m^ : toute quadrique, B, tangente aux trois 
faces du trièdre et quadritangente à A, touche le plan des 
trois points mi, /n2, m^. 

8. Cela posé, pour démontrer la réciproque de notre théorème 
général, établissons un second lerame. 

9. Lemme il — Soit toujours m un point de la quadrique A; 
désignons par C un cône quadrique quelconque de sommet m: 
je dis qu^il existe une quadrique, B, inscrite à C ei quadri- 
tangente à A. 

En effet, œ étant la biquadratique (de genre zéro) commune à C 
et à A, on sait qu'il j a quatre génératrices de A(/7|,/>2,/>3,yP4) lan- 
gentes à œ, respectivement en des points ai, a2, as, a^, lesquels sont 
situés dans un même plan II« (*) : les quatre génératrices /7| forment 
un quadrilatère gauche. Soit d la conique section de C par IIo i il 
existe une quadrique, B, passant par les quatre génératrices />| et 
par un point, a, choisi arbitrairement sur 6; cette quadrique est 
quadritangente à A, puisqu'elle en contient quatre génératrices, 
je dis qu'elle est circonscrite à C. En effet, 1" elle contient la 
conique d, puisqu'elle en contient cinq points, aj, a2, as, a^ et a; 
2^ son intersection avec le cône C touche évidemment les généra- 
trices />|, P21 p^i Pk^ siux points ai, aj, as, a4, ce qui exige, puis- 
(|u'elle comprend déjà la conique 0, qu'elle se compose de cette 
conique comptée deux fois. c. q. f. d. 

10. Supposons maintenant qu'il existe une infinité triple de 
tétraèdres inscrits à A et circonscrits à une quadrique B', ayant 
pour un de leurs sommets un point m de A. Je dis que B' est (|ua- 
dri tangente à A. 

En elfel, soit C le cône de sommet m circonscrit à B'; en vertu 



(') On vériûe ce rcsulut sans difficulté en parlant de la représentation de 
la quadrique A sur un plan, à Taide d? projetantes issues de m. 
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de rhypolhèse, trois plans tangents quelconques de C déterminent 
un trièdre dont les arêtes percent de nouveau A en mi, ma, /W3, et 
le plan mi, 7722, ms, qui dépend évidemment de deux paramètres 
au moins, enveloppe la quadrique B'. D\in autre côlé, en venu 
du théorème direct et du lemme II, ce plan enveloppe une qua- 
drique B inscrite au cône C et quadritangente à A; B' coïncide 
donc avec B, ce qui établit la proposition, et la réciproque cher- 
chée. 

H. Corollaire I. — C étant un cône quadrique dont le 
sommet m est sur une quadrique A, il n'existe qiCune surface 
du second ordre quadritangente à A et inscrite à C. 

12. Corollaire II. — Soient A et D deux quadriques quel- 
conques. Considérons les tétraèdres inscrits à A et circonscrits à D 
dont un sommet est le point m de A, et soit C le cône de sommet m 
circonscrit à D, 

En vertu de ce qui précède, les faces des tétraèdres considérés 
qui sont opposées au sommet m touchent la quadrique B qui est 
inscrite à C et quadritangente à A; par hypothèse elles touchent 
aussi la quadrique D. Or les quadriques B et D sont inscrites toutes 
deux au cône C; leurs plans tangents communs forment donc deux 
séries : ceux de la première enveloppent le cône C et ceux de la 
seconde un autre cône 2], dont je désigne le sommet par [x. En 
d'autres termes : 

Les tétraèdres inscrits à une quadrique A, circonscrits à 
une quadrique D prise au hasard, et dont un sommet est un 
point m de A, forment évidemment un système doublement 
infini; les faces opposées au sommet m sont en nombre simple- 
ment infini, et passent toutes par un point fixe [jl. 

Réciproquement, tout plan passant par p. et tangent à D appar- 
tient, comme face, à une infinité simple des tétraèdres considérés. 

13. Cherchons maintenant une extension analogue du théorème 
de Poncelet pour les tétraèdres inscrits à une quadrique et dont les 
faces touchent chacune deux autres quadriques : il nous sera plus 
commode d'étudier le problème réciproque, à savoir celui des 
tétraèdres inscrits à une hîquadraliqne gauche et dont les faces 
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touchent une qiiadrique. A priori, il n'j a, en général, qu'un 
nombre limité de tels tétraèdres; et, en aucun cas, il ne peut en 
exister une triple infinité. Le cas intéressant et donc celui où les 
tétraèdres considérés seraient en nombre doublement infini ; et 
voici, à ce sujet, le théorème fondamental que nous compléterons 
plus loin par une étude géométrique détaillée. 

14. Théorème. — Pour qiCil existe une infinité double de 
tétraèdres inscrits à une biquadratique gauche, to, et circon- 
scrits à une quadrique, B, il suffit et il faut que huit généra- 
trices de la quadrique soient des cordes de la biquadratique. 

Démontrons d'abord que la condition est suffisante. 

15. En vertu de l'hypothèse, les huit points C0|, 0)2, . . . , cog oii 
la biquadratique co coupe B sont, deux à deux, sur huit généra- 
trices de B, comme l'indique la figure schématique suivante {fi g- 2). 




Il en résulte que la quadrique A menée par w et la corde C0| Wj 
contiendra les cordes (1)30)4 et 0)5 (Oq qui s'appuient sur coi 0)2, et 
aussi la corde 0)7 cog qui s'appuie sur 0)3 co^ : cette quadrique A, 
contenant ainsi quatre génératrices de B, lui sera quadritan- 



gente. 



De même la quadrique A', menée par to et la corde coiCOg, sera 
quadritangente à B, de sorte que la biquadratique w sera l'inter- 
section de deux quadriques, A et A', quadritangentes à B. 

Cela posé, soit II un plan tangent quelconque de B, coupant ca 
aux points ai, a2, as, a4 : menons par les droites aia2, ai as, a2a3 
les trois plans, autres que II, qui touchent B : ces plans, en vertu 
d'un corollaire précédent (n®6) se coupent à la fois sur A et sur A', 
c'est-à-dire sur co. Désignons par a^ leur point d'intersection : le 
tétraèdre aiajasa^ est inscrit à o) et circonscrit à B, et, comme le 
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plan aia20e3 est un plan tangent quelconque, II, de B, on obtient 
aînsî une infînUé double de pareils tétraèdres. c. q. f. d. 

16. Éludions de plus près ces tétraèdres. D'abord, en groupant 
trois à trois les périodes a,, a2, as, a4, on obtient, par la méthode 
précédente, quatre nouveaux points, a'p a'j, a'j, a'^, de labîquadra- 
tique o), et les quatre tétraèdres a/aya^a^ (les indices «,7, A*, / 
étant diflerenls) sont inscrits à o> et circonscrits à B. 

Dès lors les plans a/ayayt, a/aya]^, a/aya/, a/ay a^ , sont tangentsàB: 
comme il ne passe que deux tels plans par la droite a/ay, et que 
l'un d'eux est, par hypothèse, le plan des quatre points a/, ay, a^, a/, 
on en conclut que les quatre points a/, ay, aj^, a^ sont dans un 
même plan, tangent à B. 

Soient maintenant a/ et a^- les arguments elliptiques, sur la 
biquadratique co, des points a/ et a^-, la représentation paramé- 
trique étant supposée telle que les arguments de quatre points 
de (o, situés dans un même plan, aient une«omme nulle. On aura 
entre les a/ et a'^- les sept relations 

«/-+- «y-H a>fc-f- a/= o, «/-h ay-4-aît-h aj= o, 

hji ^'1 'étant différents et désignant les chiffres 1, 2, 3, 4 dans un 
ordre quelconque. On en dtkluit sans difficulté les relations 

et, par suite, 

ciia étant une des trois denii-périodcs des fonctions elliptiques 
introduites. 

Donc le point a- est fixe lorsque le point a/ est donné, et le 
tétraèdre oLiOLj^f^a!^ est aussi circonscrit à B, Ainsi : 

Si une biquadratique eu admet pour cordes huit génératrices 
d^une quadrique B, il existe une double infinité de tétraèdres 
inscrits à tù et circonscrits à B. Parmi ces tétraèdres, il en est 
une infinité simple qui ont pour sommet un point, a, de to, et 
les faces opposées au sommet a passent toutes par un même 
point, ol'^ de la bù/uadratique : les points a et a' sont conjugués 
dans une des trois involutions linéaires qui tran for ment la 
biquadratique en elle-même. 
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Les faces d\in quelconque des tétraèdres coupent rcspecii- 
vement la biquadratique en un nouveau point : les quatre 
points ainsi obtenus sont encore les sommets d\in second 
tétraèdre circonscrit à B; et, réciproquement , le premier 
tétraèdre se déduit du second par la même construction. 

Les huit sommets et les huit faces des deux tétraèdres peuvent 
se grouper quatre à quatre de trois nouvelles manières pour 
former deux tétraèdres analogues, 

17. Passons maintenanl à la proposition réciproque, en suppo- 
sant qu'il y ail une double infinité de tétraèdres inscrits à une 
biquadratique co et circonscrits à une quadrique B, et chercbons 
la relation qui doit exister entre B et (o. 

Tout d'abord, en vertu de l'hypothèse, un plan quelconque II, 
tangent à B, sera face d'un ou de plusieurs des tétraèdres, et l'un 
de ceux-ci aura pour sommets trois des points ai, a2, aj, a4, com- 
muns à n et à eu. Or je dis qu'aucune distinction n'est possible 
entre ces quatre points, c*est-à-dire que l'équation du quatrième 
ordre qui donne les points d'intersection de o) avec un plan quel- 
conque, n, tangent à la quadrique B, ne peut se décomposer 
rationnellement en deux équations d'ordre inférieur. 

Car, si elle se décomposait en deux équations du second ordre, à 
chaque plan II correspondraient rationnellement deux des points, 
ai et tta, où n coupe eu. A chacun des plans. II, menés par ai tan- 
genliellement à B correspondrait donc un seul point, a2, de co; 
or les pians II considérés enveloppant un cône unicursal et co étant 
de genre un, la correspondance n'est possible que si a.^ est fixe 
quand ai est donné. En ce cas, tout plan tangent à B mené par ai 
passerait par a2, ce qui exige que B contienne la droite aia2, et, 
comme ai est un point quelconque de co, il faut que B passe par la 
biquadratique o), cas à écarter comme sans intérêt. 

Le même raisonnement prouverait que l'équation du quatrième 
ordre ne peut se décomposer rationnellement en deux équations, 
respectivement du premier et du troisième ordre. 

Il résulte de là que, si ai, a2, aa, aj| sont les quatre points com- 
muns à 0) et à un plan quelconque, II, tangent à B, il y aura quatre 
tétraèdres, inscrits à co et circonscrits à B, ayant pour une de 
leurs faces le plan B, et que leurs trois sommets dans cette face 
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seront respectivement 

*1» *î> "3Î *l» *îï *i î *Iî *35 «*» *îi «3« **• 

Soient alors a^, a,, a^, a, les quatrièmes sommets respectifs de 
ces tétraèdres; on reconnaît, comme au n** 16, qu'on a entre les 
arguments elliptiques des points considérés les relations 

qui, jointes à 

ai -f- «1 -h «3 -h «t = O, 

donnent toutes tes propriétés géométriques trouvées plus haut 
(n- 16). 

Cela posé, soit ^i l'un des huit points communs à o) et à la qua- 
drique B; désignons par d^ e\.d\ les deux génératrices de B qui 
passent par ^i : je dis que ce sont des cordes de co. 

En effet, un plan quelconque mené par d^ est un plan. II', tan- 
gent à B; et, si ^2^ ^s? ^4 sont ses nouveaux points d'intersection 
avec 0), il existe, en vertu des propriétés générales des tétraèdres 
étudiés, un tétraèdre, inscrit à co et circonscritàB, admettant pour 
trois de ses sommets ^i , ^3 et ^4. Les deux faces, autres que 11', 




qui passent par ^1, étant tangentes à B et distinctes de la face II', 
passent nécessairement par la génératrice d\^ qui dès lors contient 
le quatrième sommet, p'^. La droite d\ est donc une corde de o), et 
il en est de même de d^ : de plus, en vertu de ce qui précède, si 
p2 est le second point de rencontre de d\ avec co, le second point 
de rencontre de d\ avec co sera le point P^? ^c' ^"c 

11 résulte de là sans difficulté que les huit points de rencontre 
de (i> avec B sont situés deux à deux sur huit génératrices de B 
comme Findique le schéma ci-dessus {fig- 3). 
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Par suite, huit génératrices de B sont des cordes de <o, ou 
encore (n® 13) on peut faire passer par w deux quadriques, A 
et A', quadrilangentes à B. 

Ce résultat est précisément la proposition qu'il s'agissait d'éta- 
blir sur la liaison entre o) et B. c. q. f. d. 

Transformons maintenant les propositions précédentes par 
polaires réciproques, nous obtenons ce qui suit : 

18. Théouème. — Soient A, A' et B trois quadriques. Il n'y a 
en général qu^un nombre limité de tétraèdres inscrits à B par 
leurs sommets et dont les faces touchent à la fois A et A'; en 
aucun cas il ne peut exister un nombre triplement infini de 
tels tétraèdres. 

Pour que les tétraèdres considérés soient en nombre double- 
ment infinij il faut et il suffit que, parmi les quadriques du 
faisceau tangentiel déterminé par A et A', il y en ait deux qui 
soient quadritangentes à B. 

En ce cas, chaque point, m y de B est le sommet de quatre 
tétraèdres de la famille; trois quelconques des quatre plans 
menés par xs tangent iellement à A et à A' sont trois faces d'un 
même tétraèdre. 

Soit T un quelconque des tétraèdres considérés; par chacun 
de ses sommets passe un nouveau plan touchant à la fois A 
et A' : les quatre plans ainsi déterminés forment un tétraèdre, 
T', de la famille. Le tétraèdre T se déduit de T^ par la même 
construction. 

Les huit faces ettles huit sommets de T et de T^ peuvent se 
grouper de trois autres manières pour former deux tétraèdres 
analogues. 

19. On peut compléter ces résultats par la proposition suivante, 
moins intéressante que la précédente, et qu'on établirait par des 
considérations de même nature. 

Pour qu'il existe une série simplement infinie de tétraèdres 
inscrits à la quadriipie B et circonscrits à la fois aux quadriques A 
et A', il suffit que, parmi les quadriques du faisceau tangentiel 
déterminé par A et A', il y en ail une qui soit quadrilangcnte 



I 
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à B. Le lieu des sommets de ces lélraùdres est une biquadratique 
tracée sur B. 

H existe alors une seconde série de tétraèdres inscrits à B et 
circonscrits à A. et à A', dont les sommets décrivent, sur B, une 
seconde biquadratique. 

Les faces d'un tétraèdre quelconque de la première série et 
celles d'un tétraèdre quelconque de la seconde forment un sys- 
tème de huit plans, tangents à une double infinité de quadriques. 

Tout plan tangent à la fois à A et à A' est face d'un tétraèdre 
de chaque série. 
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MÉMOIHES ET COMMUNICATIONS. 



REMARQUE SUR L'INTÉGRATION DE CERTAINES ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVfiES PARTIELLES DU SECOND ORDRE; 

Par M. J. CLAiniN. 

Pour inlégrer par la mélhodc de M. DarbouT une équalion aux 
dérivées parlicllcs du .second ordre à deux variables indépendantes, 
il faut chercher si les deux sjslènies de caraclérisliques (C) et (F), 
que nous supposons disllncls, possèdent des invariants. M. Goursat 
a étudié (*) les équations (|ui définissent ces invariants et il a 
obtenu des résultats importants; ceux de ces résultats qui sont 
relatifs aux invariants du second ordre peuvent être énoncés ainsi : 

S^ il existe un invariant du premier ordre pour le système (C) 
de caractéristiques, il y a au plus un invariant du second ordre 
pour le même système; 

Si V équation donnée est une équation de Afonge-AmpèrCj il 
y a au plus un invariant du second ordre pour chaque sys- 
tème de caractéristiques. 

Dire qu'il n'y a qu'un invariant du second ordre signifie qu'il 
est toujours possible d'exprimer tous les invariants de cet ordre 
en fonction de Tun d'entre euxet des invariants du premier ordre. 

Ces deux ihéorènies sont des cas particuliers de la proposition 
suivante : 

Si le système (C) se compose de caractéristiques du premier 
ordre, ce système possède au plus un invariant du second ordre. 

Soit 

(i) ''-^f{x,y,Zyp,q,i, t) = o 

une équation de respèce indiquée; soient en outre m et [x les 



(') Leçons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, t. Il, 
Cb. Vil. Les iiotalions dont je mr sers sont les nicnics que celles qui ont été 
employées par M. (îoursat dans cet Ouvrage. 

XXXII. lO 
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racines de Téqualion caraclérislîque 

la racine m correspondant au système (C) de caraclérisliques, 
c'est-à-dire au système composé de caractéristiques du premier 
ordre. L'équalion (i) peut êlre regardée comme le résultat de 
l'élimination de m entre les équations 

autrement dit l'on a 

/( ^>y^ *,p,Çf «1 = ''w -<- ^(^yyy -»» p, g, ni), 

m étant une fonction de x,y, ^i Pi 7; ^j ^ définie par la seconde 
équation (2). 

Pour trouver tous les invariants du second ordre du système (C), 
il faut intégrer les équations 

dm do 

g + m ^ + (/, + ;»ç) g + (m, -/) g 

.sào Idf df df d/\d<? 

en remplaçant ms — f t\. $ -^-mt par leurs valeurs, cette dernière 
équation devient 

d^ dm . do , ^ do 

I, s à? /à/ àf df .àf\d<» 

Supposons qu'il existe une intégrale v{x^ y, 5, /?, q, 5, /) et 
prenons comme variables a^^y^ ^ify ?) u^ i\ une fonction ^ de x^ 
yi ^1 Pi ?i ^1 ^ devient une fonction <I> des nouvelles variables; 

on a 

d<p __^ d^ d^ du 

dx " dx du dx* 
et Ton peut substituer dans cette égalité y, ^1 Pi q^ t'A x^ tandis 
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que Ton a 

ds " du as 

En remplaçant par leurs expressions les dérivées de o dans les 
équations qui définissent les invariants et en remarquant que a 
satisfait à ces équations il vient 

h m h ( y? -f- ma) --- 

dx dy ' ' àz 

t ne figure dans les coefficients que par Tintermédiaire de m\ 
d^ailleurs, m et // étant deux fonctions indépendantes de s et /, 
/ figure efTcctivement dans ces coefficients. 

Toute intégrale de ce système satisfait également aux équations 

ôy ^ dz dm dp dm àq ~ ' 

d^f^dj^ d^k d^ _ 
dm"^ dp dm^ d<] 

D'après cette dernière équation, si la fonction <I> existe on devra 
avoir entre ^ et A: une relation de la forme 

(3) 31^-h pA--4-Y-hSm =0, 

a, P, y, S désignant des fonctions de x^ y^ 5, /?, q. 

Admettons qu'il en soit ainsi, <I> est une fonction de x^y^ 2, /?, 
^, u définie par les trois équations 



<)* d* \ d^ 

Ox ' dz I * dq 



,, fd^ d^\ ^ d* 

^\dp-^'^^)'^'Tq--''^ 

,, d^ d^ 

Va a-r- =0. 

' dp dq 

Une intégrale de ce système d'équations est une intégrale du 
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système suivant d'cqualions aux diflTérenliellcs tolales 

dz — p dx — q dy = o, 
ndp -k- ^dq —^dx — Zdy = o\ 

or une intégrale de ce système est une intégrale des équations 

dz — p dx — ^ cÇk = o, 

dp-^ g\Xjy,z,p, q, -£Adx = o, 

dq-h k(x,y,z,p, q,-^\dx — o, 

qui définissent le système (C) de caractéristiques du premier 
ordre, comme on le vérifie immédiatement en multipliant les deux 
membres des deux dernières équations respectivement par a et ^ 
et en ajoutant, à condition de tenir compte de (3). 

Le théorème est donc démontré : <I> ne peut être qu'une fonc- 
tion de u et des invariants du premier ordre du système (C). 

Nousn'avons pasrestreintlagénéralité en supposant l'équation(i) 
remplacée par le système (2) : il n'y aurait, si la chose était 
impossible, qu'à eiTectuer au préalable une transformation de 
contact convenable pour substituer à Téquation donnée une 
équation équivalente à un système tel que ('2). 



SÉPARATION ANALYTIQUE D'UN SYSTÈME DE RAYONS INCIDENTS 

ET RÉFLÉCHIS (suile); 

Par M. M. de Montchelil. 

Dans un article précédent (*), nous avons considéré le réseau 
des courbes génératrices d'une surface de translation, d'ailleurs 
quelconque ; et nous avons vu comment les quatre plans isotropes, 
tangents en un même point, aux deux courbes du réseau qui s'y 
rencontrent, déterminent par leurs intersections quatre con- 
gruences de droites normales à autant de familles de surfaces. Ces 
congruences, avons-nous dit, se répartissent en deux couples 
formant chacun un système de rayons incidents et réfléchis analy- 



C) T. XXXI, fascicule 4, p. i33. 



liquemcnl séparable. Nous avons montré comment cette propriété 
appartient encore aux nappes des enveloppes de sphères dont le 
centre décrit la surface dirimante, ces nappes étant d'ailleurs 
formées par les quatre familles de surfaces normales aux con- 
gruences. 

Nous nous proposons aujourdMiui de déterminer sur une surface 
absolument quelconque une catégorie de réseaux jouissant de 
propriétés analogues au réseau des courbes génératrices d'une 
surface de translation. 

Il serait aisé, comme nous le montrerons dans la suite, de 
déterminer les réseaux que nous avons en vue, sans passer par 
rintermédiaire des surfaces de translation. Toutefois, deux motifs 
nous engagent à les faire intervenir. 

Nous y gagnerons d'abord de pouvoir mettre en relief une cor- 
respondance intéressante, qui relie une surface arbitrairement 
donnée à un ensemble de surfaces de translation dépendant de 
deux paramètres. 

Cette façon de procéder nous permettra encore de définir une 
catégorie, d'ailleurs illimitée, de formules qui, établies dans l'hypo- 
thèse d'une surface de translation, s'étendent au cas de surfaces 
quelconques. 

Surfaces de translation. — Avant d'aborder l'objet propre de 
ce travail, nous allons rappeler brièvement et compléter quelques 
résultats que nous avons exposés ailleurs concernant les surfaces 
de translation (*). 

Nous avons défini les coordonnées de ces surfaces au moyen du 
système suivant (*) : 

D', G" représentent ici les dérivées premières et troisièmes de 



(*) Thèse de doctoral. 
(') Ibid., p. 55. 
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deux fonctions arbitraires de la variable w; D'^, C^ les dérivées 
correspondantes de la variable 11^, On vérifie, en outre, que les 
fonctions D, D4 représentent les longueurs des arcs des deux 
courbes, lieux des extrémités du segment dont le point milieu 
décrit la surface de translation. 

L'interprétation géométrique du système (i) peut être formulée 
comme il suit : 

Sur les tangentes à deux courbes minima quelconques pre- 
nons deux points eux aussi quelconques; le milieu du segment 
qui relie les deux points décrira la surface de translation dont 
les coordonnées sont définies par les relations précédentes. 

Interpréter les formules du système (1), comme nous venons de 
le faire, revient à considérer les surfaces de translation comme le 
lieu à\\n point du plan tangent à une surface minima quelconque. 
Cela équivaut à appliquer le mode de construction de Ribau- 
cour à ces surfaces. La surface minima est ici la surface de réfé- 
rence. 

Poursuivant nos investigations, considérons le point du plan 
tangent à la surface de référence qui engendre la surface de trans- 
lation précédemment définie et, par ce point, menons une parallèle 
à la normale de la surface minima. Nous obtenons ainsi une con- 
gruence de droites normale à une famille de surfaces. Ces sur- 
faces, que nous avons appelées ailleurs surfaces H ('), donnent 
la solution de Téquation 



-=^ = o, 



Ç, M, U\ désignant les coordonnées d'O. Bonnet. Nous avons 
montré que la surface de translation correspondante en constituait 
la développée moyenne ponctuelle. 11 suit de là que la surface 
minima est l'enveloppe d'un plan perpendiculaire au segment 
focal de £ et le coupant en son milieu. De là, nous tirons cette 
conséquence : 

Si Von associe à une surface minima quelconque une des 



( ' ) Thèse de doctorat. 



surfaces de translation, lieu du point du plan tangent à 
celle-là, précédemment défini, ces deux sur/aces seront les 
développées moyennes tangentielles et ponctuelles de la famille 
de surfaces S normales à la congruence des droites menées 
par chaque point de la surface de translation parallèlement 
aux normales de la surface minima. 

Le segment focal de la famille de surfaces H est donné, à une 
constante près, par la relation 

(2) p= 

La surface S correspondante a pour équation 
(3) S = a Gt -m, G - ' "^ ""' (C-4- g; -»■ D -h D|). 

Il suffira de supprimer les fonctions D et D^ dans cette équa- 
tion pour obtenir celle de la surface minima développée tangen- 
tielle de S. 

Il resterait à indiquer comment, des surfaces trouvées, on 
déduit les deux systèmes de rayons incidents et réfléchis normaux 
à quatre familles de surfaces S dont font partie celles que nous 
avons déterminées. Nous renvoyons, pour ces développements, à 
Farticle précédemment cité. 

Extension des formules {\) à des surfaces quelconques. — 
Exprimer les coordonnées d^une surface de translation au moyen 
du sj'Stème (i) revient à la considérer comme la développée 
moyenne (*) d^une surface S définie par Féquation (3), Ç, Uy U\ 
désignant toujours les coordonnées d'O. Bonnet. 

Étendons ce mode de représentation à une surface (|uelconque. 
Soient donc x, y^ z les coordonnées d'une surface développée 
moyenne d'une seconde surface définie par une fonction Ç de <<, e/|. 
Nous désignerons par la lettre \ cette surface. 



(') Par dcvcloppéc moycnuc Dous entendrons toujours la développée moyenne 
ponctuelle. 




(4) 
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p désignant le segment focal de 5, on trouve 

2 L ^ du dui du dux J * 

•^ îi l ' ^^ àux du dux J ' 

C'est ce système (4) qui, dans le cas des surfaces de transla- 
tion, se confond avec le système (1). 

Or nous allons définir quatre nouvelles fonctions, que nous 
désignerons, comme les précédentes, parles lettres C, D, C|, D| 
et qui entraîneront Tidentification des sytèmes (i) et (4) quelles 
que soient les surfaces de coordonnées x, y^ z. 

Il est évident que, dans le cas général, les nouvelles fonctions 
dépendent chacune des deux variables u, i/|. Du reste, il suffit, 
pour les obtenir, d'écrire que les deux systèmes de valeurs des 
expressions de x, jTj Zy p, définies par les équations (1) et (2) 
d'une part et (4) de Tautre, sont identiques. 

Cette identification conduit aux relations 

(5) j C,= .i[(n-«tt,)^ -«,{], 



De ce système on déduit Fidentité 



(6) 



Ç = M, c -4- aC, ' l r- -4- —-i -h D -+- D, ) . 

2 \dit âui I 



Ainsi donc, sous le bénéfice du système (5), V équation d'aune 
surface quelconque \ prend la forme de Inéquation (3) que 
vérifient les surfaces S. 

Il ne serait pas sans intérêt de prendre pour point de départ 
celte équation de la surface Ç et d'en déduire [toujours en tenant 
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compte du système (5)] les éléments géométriques qui s'y ral- 
tacheni: développée moyenne, etc. Sans entreprendre celte étude 
en détail, nous signalerons les résultats suivants : 

Les dérivées -r-» t-^> i — r- de la fonction \ définie par 

V équation (6) peuvent s'obtenir en opérant comme si C, D 
étaient des fonctions de u seulement; C|, D| des fonctions 
de Ut seulement. 

La même remarque s'applique aux dérivées j-^' 3-;r» n^ — ' 
> „ y oà fon suppose n^2, avec cette restriction que les 
expressions trouvées doivent être multipliées par le facteur 2. 

Il suit de là que toute expression où figurent les seules quan- 
tités M, £/«, Ç, T^> —-f prend la même forme, qu'on y rem- 
place Ç et ses dérivées par les expressions déduites de Téqua- 
lion (3) particulières aux surfaces S ou par celles que l'on déduit 
de l'équation (6) qui convient à toutes les surfaces. 

La même remarque s'applique, au facteur près 2", à toute 

expression homogène et de degré n en -—|> •••• 

Nous avons ainsi défini la catégorie illimitée de formules dont 
nous avons parlé au début qui, établies dans l'hypothèse des sur- 
faces Se ou, ce qui revient au même, des surfaces de translation, 
leurs développées moyennes, conviennent à des surfaces quel- 
conques. 

Comme application des remarques précédentes, considérons les 
coordonnées de la développée ipoyenne d'une surface H, définie 
par le système (i) où C, D, C|, D^ sont fonctions respectives d'une 
seule variable. Le système (4) montre que les expressions des 
coordonnées de la développée moyenne d'une surface quelconque 
ne contiennent que les seules quantités Uy u^, .... Nous pouvons 
donc affirmer sans calcul que le système (1), où l'on considère les 
fonctions C, D, ... comme définies par le système (5), donnera 
les coordonnées de la développée moyenne d'une surface quel- 
conque. 

Les lignes de courbure de ^ nous fourniront une autre applica- 
tion de notre proposition. 
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Ces lignes sont définies par Téqualion 

équation homogène en -r-^» ^-^• 

D'ailleurs, dans le cas des surfaces S, cette équation prend la 
forme 



[ 






àii ' ^'\àu^ àu>l\ 

Cette équation sera donc celle des lignes de courbure d'une sur- 
face quelconque; C, D, C|, D| et leurs dérivées désignent alors 
les fonctions définies par le système (5). 

Nous venons de voir comment, C, D, C^ , D| désignant les fonc- 
tions à deux variables, les formules du système (i) représentent 
les coordonnées d^une surface quelconque. Or, de ces formules, 
on peut en déduire de beaucoup plus simples. 

On vérifie en eOet que, si dans Tun quelconque des seconds 
membres du système (i) on groupe d'une part les termes en C, D, 
de l'autre les termes en C|, D|, ces deux groupes représentent 
des valeurs égales. Il suit de là que les quantités x^y^ z^ p peuvent 
s'exprimer au moyen d^un seul de ces groupes à la condition de le 
multiplier par 2. 

Ainsi donc les coordonnées d'une surface et le segment focal p 
correspondant pourront être exprimées par le système 

- _ /^ à^\ _^ 
^ " \ du* au) du' 

p = — D. 

On déduirait le second système de celui-ct en changeant C, D 
en C, , D| et i en — t. 

Ces formules sont celles que nous avons établies ailleurs (*), 

(*) Bulletin delà Soc. math. y t. XXXI, fascicule 4, p. q35. 
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dans le but d'obtenir des expressions rationnelles et sans signe de 
quadrature des coordonnées et de l'arc d'une courbe. 

Ici, seulement, les deux systèmes définissent deux familles de 
courbes de paramètres u^ élu qui engendrent chacun la même sur- 
face. Nous reviendrons sur le réseau de ces courbes. 

Les coordonnées de la développée moyenne tangentielle de Ç se 
déduisent de celles de la développée moyenne ponctuelle de la 
façon la plus simple. 

On passe de cette seconde surface à la première par un 
simple changement de signe devant les termes en D', D\ qui 
figurent dans les formules du système (i). 

Nous supposons toujours les fonctions C, D, C|, D{ définies 
par le système (5). 

Enveloppes et enveloppées. — Rappelons les surfaces définies 
respectivement par les équations 



(8) 



I -f- MMi rdC(a, Ml) dCi(M,Mi) 



2 



rdC(M,M.) dC,(M,Mi) -, X r^ / ^'\ 

[— ^^ + — ;^h.D(m,mO + D,(m,mOJ, 

Ç = M|C(m, a,)-h uCx(f^^ Wi) 
(9) { I-4-MM, r <^C(M, «,) <^C,(«, M|) a ^ . n r« n\\ 

Les fonctions C, D, C|, D| qui figurent dans la première équa- 
tion sont celles que définit le système (5). Les fonctions qui 
rentrent dans l'expression de X^ se déduisent des précédentes par le 
changement de i/| eu ai dans C, D, de e^ en a dans Cf, D^, 
a, tti désignant des paramètres quelconques. 

L'équation (8) définit une surface quelconque, dont la déve- 
loppée moyenne ponctuelle est représentée par le système (7). 

L'équation (9) définit un ensemble de surfaces S à deux para- 
mètres qui auront pour développées moyennes des surfaces de 
translation. 

Avant d'étudier les rapports qui existent soit entre les surfaces \ 
et les surfaces Ç, soit entre leurs développées moyennes, nous 
devons déterminer la nature de ces surfaces. 

La surface $ et sa développée moycnue sont absolument quel- 




(lo) ' ^ 
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conques. La surface définie par la fonction 2^ esl une surface £ et 
sa développée moyenne une surface de Iranslalion. Mais celle der- 
nière surface n'est pas la plus générale de cette catégorie. Nous 
devons donc préciser sa nature. 

Pour y arriver nous pourrons procéder comme il suit : 

Supposons Tune des familles des courbes lieux des extrémités 
du segment mobile, dont le milieu décrit la surface de translation, 
définie par le système (7), où C, D désignent des fonctions quel- 
conques de la variable u et d'un paramètre arbitraire ai . Supposons 
la seconde famille définie par un système analogue que nous appel*- 
lerons le système (7)' et qu'on déduira du précédent en chan- 
geant C, w, ai, i en C|, W|, a, — i. 

Assujettissons maintenant deux courbes quelconques de famille 
différente à se rencontrer. Écrivant seulement la première équa- 
tion de condition, nous aurons 

-~T~L M au, j^^'—d^, C.(a,.«). 

Nous allons imposer à ces courbes une nouvelle condition et 
exiger que toutes celles d'une même famille rencontrent chaque 
courbe de l'autre tangentiellement à une famille de plans isotropes 
parallèles. Si nous remarquons que les variables e/, i/| désignent 
deux paramètres directeurs de plans isotropes tangents aux courbes 
de chaque famille, nous nous rendons compte aisément que^ au 
point de rencontre de deux courbes, u sera fonction de a seule- 
ment et Ui de a|. On peut d'ailleurs, sans restreindre la généralité 
du problème, supposer qu'on a précisément en ce point w = a, 

Mais, alors, le système (10) sera vérifié pour m = a, W| = a, 
ou, ce qui revient au même, pour a= w, ai = u^, Dès lors, les 
trois relations (10) expriment trois conditions auxquelles doivent 
satisfaire les fonctions C(m, W|), D(w, M|), ... définies par le sys- 
tème (5). Cela résulte de ce fait que les coordonnées des surfaces 
définies par ces fonctions doivent pouvoir être représentées indif- 
féremment par les systèmes (7) ou (7)'- 

D'ailleurs, le système (5) montre que, entre les fonctions 



r\ 
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C(w, «i), ..., il ne saurait y avoir plus de trois relations dis- 
tinctes. Ainsi donc, les conditions que nous nous sommes impo- 
posées nous ont conduit à déterminer précisément les quatre fonc- 
tions C,D, ... définies par le système (5), c'est-à-dire les quatre 
fonctions qui figurent dans Texpression de Ç donnée par la rela- 
tion (8). D'ailleurs, les fonctions C(;/, ai), ... sont bien déduites 
des fonctions précédentes par le changement de u^ en a^ dans la 
première, de u en cl dans la seconde. Ce sont donc bien les fonc- 
tions qui figurent dans Texpression de Ç définie par Téquation (9). 
Nous pourrons donc maintenant exprimer comme il suit le carac- 
tère des surfaces, développées moyennes des surfaces ^. 

L^ ensemble des surfaces de translation, développées moyennes 
des sKrfaces J^, s'obtient en prenant pour courbes lieux des 
extrémités du segment mobile, deux familles de courbes telles 
que toutes celles d'une même famille rencontrent chaque 
courbe de l'autre tangentiellement à une famille de plans 
isotropes parallèles. 

Nous allons étudier maintenant quelques-unes des relations qui 
existent entre les surfaces \ et 2^, pu encore entre leurs dévelop- 
pées moyennes. 

Si Ton forme les dérivées de i et ^ au moyen des relations (8) 
et (9), on vérifie que, pour les points des deux surfaces définis 
par les relations 

on a 

du du' dui dUi' âudui duôui^ 

ôû^ "" Jû7^' du'} "~ Sûy' 

(^i/i-»-i)t d<'»-*-VÇ (jUH-i)t (^(«-Hi'r 

du'* dut du" dui du'{ du duj du 

Nous supposons /i^2. 

De ces relations nous déduisons la conclusion suivante : 

Une expression en l, -^-y -p-> . . ne change pas de valeur 
quand on y remplace ces quantités par les quantités corres- 

HT 

pondantes Ç, ^— ♦ • • • e/ qu'on y fait a = //, a, = «j . 
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Par celte subslilution une expression homogène en ^— |» •• • 
de degré p se trouve divisée par 2P. 

Tirons quelques conséquences de ces propositions. 

Les coordonnées de la surface \ sont fonctions des seules quan-. 

tilés u. i/|, E, ~» T^> \ } (M. D'ailleurs, les coordonnées de t 

se déduisent des premières par la substitution de la fonction 2^ à la 
fonction Ç. Nous en concluons que les points correspondants des 
deux surfaces se confondent. D'autre part, les variables c/, u^ défi- 
nissent la direction commune des normales à ces mêmes surfaces; 
elles sont donc tangentes au point considéré. 

Ainsi donc la surface \ est V enveloppe de la surface ^. 

Considérons maintenant les développées moyennes. 

Pour le même motif que tout à Theure, les points correspon- 
dants sont confondus. 

II est facile de prouver qu'ici encore les deux surfaces sont lan- 
gcntes en ces points. En effet, on vérifie que les différentielles dx^ 
dy^ dz de ces surfaces sont des fonctions linéaires des seules déri- 
vées j-^> •••> j-j» •••• Elles sont donc proportionnelles. Les deux 

surfaces ont donc leurs normales confondues aux points corres- 
pondants. 

Ainsi donc la développée moyenne de \ est V enveloppe de 
Vensemble des surfaces de translation^ développées moyennes 
de ^. 

La même remarque s'applique aux lignes de courbure dont les 

équations sont homogènes en ^-J* j-j* 

1 

Par conséquent, les lignes de courbure de $ sont les enve^ 
loppes des lignes de courbure de t^. 

Faisons encore une application des résultats précédents. 

On vérifie que l'élément linéaire d'une développée moyenne 



( ' ) Voir Darboux, Théorie de surfaces, t. I, p. 346. 
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quelconque esl définie par la relation 

(„) rf,. = rfp«+__rfw«?,,„ 

p désignant toujours le segment focal de ^ et ayant sa diATércnlielIc 
définie par la relation 

On voit par là que ds^ est homogène et du second degré 
en T-l» •••• Si donc nous désignons par rfS^ l'élément linéaire 
relatif à la développée moyenne de 2^, on aura la relation 

au point où l'enveloppe touche l'enveloppée. 

Cette relation nous permet d'énoncer la proposition suivante : 
Supposons qu'on ait réussi par tin procédé quelconque à déter- 
miner deux ensembles de surfaces de translation à deux para- 
mètres, définies comme précédemment et telles que, aux points de 
contact avec leurs enveloppes, leur élément linéaire ait la même 
valeur : ces enveloppes seront applicables. 

Remarquonsy en terminant, que les courbes lieux des extré- 
mités du segment mobile dont le point milieu décrit les sur» 
faces de translation, développées moyennes de Ç, décrivent 
l'enveloppe de ces mêmes sur/aces. 

Cela résulte de ce fait que deux courbes quelconques de famille 
ditl'érenle se rencontrent. 

Réseaux («, W|). — Nous désignerons ainsi la catégorie de 
réseaux dont nous avons parlé au début et qui,' tracés sur une 
surface quelconque, jouissent de propriétés analogues au réseau 
des courbes génératrices d'une surface de translation. 

Pour nous rendre compte de celte analogie, remarquons que ce 
dernier réseau peut être considéré comme formé de deux familles 
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de courbes telles que toutes les courbes d'une même famille ren- 
contrent chacune des courbes de l'autre tangentiellement à une 
famille de droites parallèles. D'après la définition même des sur- 
faces de translation, de pareils réseaux ne se rencontrent que sur 
ces surfaces. Mais nous pouvons élargir la définition donnée en 
substituant à la famille des droites parallèles tangentes aux courbes 
d'une même famille une famille de plans parallèles tangents à ces 
mêmes courbes. Prenons par exemple des plans isotropes. Dès 
lors, la définition précédente caractérisera les réseaux composés de 
deux familles de courbes telles que toutes les courbes d'une même 
famille rencontrent chaque courbe de l'autre tangentiellement à 
une famille de plans isotropes parallèles. Cette définition com- 
prendra encore, comme cas particulier, le réseau des courbes 
génératrices d'une surface de translation, mais, dans le cas géné- 
ral, elle caractérisera une catégorie de réseaux susceptibles d'être 
tracés sur une surface quelconque. 

Tels sont les réseaux (u^ f/|) dont nous nous proposons d'in- 
diquer sommairement quelques propriétés. 

Nous remarquerons d'abord que, sur une surface donnée, ils 
forment une catégorie caractérisée par deux fonctions arbitraires. 

En eOet, considérons la surface proposée comme la développée 
moyenne d'une surface Ç. Cette surface pourra être considérée 
comme définie par le système (4)* Or, si l'on porte les valeurs x, 
jTj z ainsi déterminées dans l'équation de cette même surface 

on obtiendra une équation aux dérivées partielles de la forme 






dont l'intégrale générale \ renferme deux fonctions arbitraires. 

D'ailleurs, chacune des valeurs de \ donnera un réseau (i/, Us), 
En efiet, les deux familles de ces réseaux (on s'en rend compte 
aisément) sont données séparément par les systèmes (7) et (7)' où 
l'on fait respectivement u^ = const., u = const. Or, à chaque va- 
leur de \ correspond, en vertu des relations (5), un système de 
valeurs des fonctions C, D, Ci, D{. La proposition est ainsi dé- 
montrée. 
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L'élément linéaire de la surface étant donné par la relation (i i), 
on voit que, pour toutes les courbes du réseau, on aura 

ds* = dpK 

Celte relation entraîne la propriété suivante : 

Les arcs des courbes de tout réseau (u, Ui) sont, à une 
constante près, égaux au segment focal de la surface Ç, qui 
admet la proposée pour développée moyenne. 

Cette propriété du réseau (m, i/|) tracé sur la développée 
moyenne de Ç le rapproche des réseaux des deux nappes de la 
surface des centres correspondant au réseau des lignes de cour- 
bure de cette même surface Ç. On sait qu'au réseau de ces lignes 
correspond, sur chaque nappe de la développée, une famille de 
courbes dont les arcs, en chaque point, sont égaux à la distance de 
ces points à la surface ^, C'est bien la propriété que nous venons 
de constater pour les courbes du réseau (e/, u^). Si nous dési- 
gnons par R, R' les rayons de courbure de Ç, les longueurs res- 
pectives des arcs de courbe considérées seront R, R' pour les 

nappes de la développée, pour la développée moyenne. 

Indiquons encore les propriétés suivantes : 

Les paramètres des courbes du réseau (m, u%) sont ceux des 
génératrices rectilignes de la sphère de rayon i sur laquelle 
on effectue la représentation sphérique de Ç. 

Les réseaux (u, W|) sont les seuls dont les coordonnées et les 
arcs des courbes qui les composent puissent s^ exprimer ration- 
nellement et sans signe de quadrature en fonction des quan- 
tités M, W|, \et des dérivées de Ç, quelles que soient les surfaces 
proposées. 

Cette propriété résulte de ce fait que les coordonnées de ces 
courbes sont définies par les systèmes (7) ou (7)', où D, D| re- 
présentent les arcs de courbes. 

Pour tout autre réseau, les arcs de courbes sont définis par la 
relation 



ds = l/t/pî 



-T—: -r-^ dudUi, 

du^ du} * 



xxxn. I I 
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où Ton a 

du dux ^ o, 

expression qui ne saurait être rationnelle quelle que soit la fonc- 
tion S (*). 

On voil, par ce que nous venons de dire, quelles relations 
étroites établit le réseau précédemment détini entre une surface 
donnée quelconque et un ensemble à deux paramètres de surfaces 
de translation. 

Pour mieux nous rendre compte de ces relations, considé^ 
rons le système géométrique formé de l'ensemble des sur/aces ^ 
précédemment défini, des surfaces de translation leurs déve- 
loppées moyennes, des deux familles de développables de cha^ 
cune des surfaces Ç. Des remarques précédentes on déduit 
aisément que V enveloppe de ce système à deux paramètres 
constitue un systèm,e de même nature dont chaque élément est 
V enveloppe de Vêlement correspondant dans le premier sys- 
tème. 

Pour obtenir les équations du système enveloppe, il suffit 
défaire cl= u, 0.^ = Ut dans les équations du système enveloppé. 

Les deux plans isotropes de chaque courbe du réseau sont 
analytiquement séparables. 

Les quatre plans isotropes tangents en un même point de la 
surface, aux deux courbes d^un réseau (m, i/|) qui s^y ren- 
contrent, forment quatre congruences de droites, divisées en 
deux couples de rayons incidents et réfléchis. Ces deux couples 
sont formés de congruences analytiquement séparables. Les 
congruences de l'un des systèmes sont normales à deux familles 
de surfaces dont Vune admet la surface dirimante pour déve- 
loppée moyenne. 

Cette dernière propriété, que nous avons exposée dans Thypo- 
thèse des surfaces de translation (^), va faire l'objet d'un para- 
graphe spécial. 

(*) Nous ne considérons pas le cas où l'on a -p^ -r-~ = o. Celte équation déGnit 

les surfaces de Monge, dont la développée moyenne, sur laquelle est supposé 
traeé le réseau, se réduit à une courbe. 
(*) Bull, de la Soc. math., t. XXI, fasc. 4, p. 247. 
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Systèmes de rayons cl nappes d'enveloppes analytique ment 
séparables. — Nous avons éiabli ailleurs ( • ) une série de formules 
relatives aux quatre plans isotropes, tangents à deux courbes en 
leurs points de rencontre. Or, les calculs eflfectués alors se ré- 
duisent à de simples opérations d^algèbre et de dérivation portant 
sur les quantités définies par les systèmes (7) et (7)' qui déter- 
minent les deux courbes. Nous supposions alors le système (7) 
indépendant de U\ et le système (7)' indépendant de u. Du reste, 
les dérivées en u^ ne figurant pas dans le premier système, et les 
dérivées en u ne figurant pas dans le second, les quantités Uy 
et u y jouent respectivement le rôle de simples paramètres sans 
influence sur la nature des précédents calculs. 

Nous en concluons que toutes les formules établies alors peuvent 
être transcrites ici sans modification, et qu'elles s^appliquent 
exactement au réseau (a, W|) défini par les systèmes (7) et (7)'. 
En d'autres termes, nous pouvons appliquer au cas d'une surface 
quelconque toute une série de formules établies pour les seules 
surfaces de translation. Ici seulement, les fonctions C, D, C|, D| 
ne seront plus les fonctions d*une seule variable qui figurent dans 
le système (1), mais plutôt les fonctions à deux variables que dé- 
finit le système (5). 

D'après cela, les quatre équations des plans tangents au point 
de rencontre de deux courbes du réseau («/, //|) seront données 
par le système 

(1 — a»)X-h£(i-M^MY-}-2MZ -haC =0, 

(l — P« )X -h l(H- P* )Y H- 2pZ -h2G=0, 

^'*^ ^ (i — aj )X — i(i -4- wj ) Y -4- îiMiZ -f- 2G, = o, 

(i—^,} )X — «•('-+- ^?) Y -i-ïi'iZ -+-2G,= o, 

où i' et G représenteDi des fonctions de 1/, U\ définies par les rela- 
tions 



(13} 

G = C + 



*1 


'du 


) 


(^3 G 
V — 


-h 


•> — 






(•) ibid., p. 247 et suivantes. 
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On obhent les relalions de ri, G| en affectant d'indices les 
leltres qui figurent dans les formules précédentes. 

Les deux premières équations du système (12) sont celles des 
deux plans isotropes tangenls aux courbes de paramètre u^^ les 
deux dernières se rapportent aux courbes de paramètre u. 

Le système (i3), rapproché du système (5) qui définît les fonc- 
tions C, D, C|, D|, montre que les quatre équations des plans 
isotropes sont rationnelles en e/, ;/i, Ç et les dérivées de Ç. 

Ainsi donc, tes deux plans isotropes, tangents en un même 
point d'une courbe quelconque du réseau (u, u^ ), sont analy- 
tique ment séparables. 

Les quatre congruences formées des intersections de ces plans 
isotropes sont données par le système 

a -4- Ml "" i{u\ — u) "" uux—i 

et par les trois autres systèmes qu'on déduit de celui-ci en rem- 
plaçant d'abord u par »^, puis ^i par v^, et enfin simultanément 
M, i/| par c, v^. 

Nous renvoyons, pour les calculs, à l'article précédemment 
indiqué. 

Il nous reste à examiner lesquelles de ces congruences sont nor- 
males à des familles de surface. Or, nous aurons, dans les cas des 
surfaces de translation, 

{u -^ Uy)d.v -^ i{ux — u)dz -^ (uu\ — \)dz Op . Oo , 

; = -r- du-h ~ dui=i dp, 

I -h a Ml du Oui ^^ 

(v -^- Ut) dx -^ i( Ui — v) dy -h (viu — i) dz dp , dp , 

— = — 3^ rfa -♦- T^ rftt,, 

i-J- Wit; du dux 

(■u->rVi)dx-^i(v\ — u)dy -Jr{s>\U — \)dz dp , ào , 

• = -T- au — --!- «Ml, 

1 H- uvx du dux 

i-^vvx \du dux I ' 

p désigne toujours le segment focal de \. 

Bien que ces formules soient de même forme que celles relatives 
aux surfaces de translation, elles ne doivent pas être interprétées 
de la même manière. Dans le cas des surfaces de translation, p est 
la somme de deux fonctions respectives de u et de U\, U suit de là 
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qiie les quatre seconds membres du système précédent sont au- 
tant de différentielles exactes. D'où nous devions conclure que les 
quatre congruences étaient normales à autant de familles de sur- 
faces. 

Dans le cas général, il n'en est plus ainsi/jDes formules précé- 
dentes, seules la première et la dernière jouissent de la propriété 
indiquée. 

Nous avons donc ici deux systèmes de rayons incidents et 
réfléchis analytiquement séparahles y mais dont Vun seulement 
se compose de congruences normales à deux familles de sur- 
faces. 

D'après ce que nous venons de voir, la détermination : des 
plans isotropes tangents au\ courbes génératrices d'une surface de 
translation; des congruences de droites intersections de ces plans, 
et, par suite, des systèmes de rayons incidents et réfléchis formés 
avec ces convergences, dépendent de calculs qui s'appliquent 
sans restriction au cas de surfaces quelconques. Pour les adapter 
au cas général, il nous a suffi de substituer dans les formules les 
fonctions C, D, etc., définies par le système (5) aux fonctions 
d'une seule variable désignées par les mêmes lettres. 

C'est seulement quand nous avons voulu con<;idérer les surfaces 
normales aux congruences de droites que nous avons vu se mani- 
fester une différence dans les résultats. Au lieu de quatre familles 
de surfaces normales aux congruences, nous n'en avons trouvé 
que deux. 

Nous constatons une seconde différence. Dans le cas des sur- 
faces S, les deux nappes de l'enveloppe de la sphère mobile 
admettent la surface dirimante pour développée moyenne. Dans 
le cas général, une seule de ces nappes jouit de cette propriété. 
On en peut conclure que les surfaces S donnent la solution com- 
plète du problème suivant : 

Déterminer les surfaces telles que la congruence de leurs 
normales se réfléchisse sur la développée moyenne ponc- 
tuellcy normalement à une famille de surfaces admettant au 
même titre la surface dirimante. 

Du reste, comme nous allons le voir, les coordonnées des deux 



(i6) 
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nappes s'expriment ralionnellemenl en fonction de u, lit y Ç etdes 
dérivées de $. 

Nous pouvons donc ajfirnier ici encore que les deux nappes 
de r enveloppe de la sphère mobile dont le centre décrit la 
surface dirimante sont analytiquement séparables. 

Série de systèmes de rayons analytiquement séparables, — 
Nous allons maintenant, comme nous Tavons annoncé au début, 
prendre une méthode plus directe qui nous fera retrouver, en les 
complétant, les résultats précédents. Nous montrerons, en parti- 
culier, comment des normales à une surface quelconque on peut 
déduire une série illimitée de systèmes de rayons incidents et ré- 
fléchis dont les équations s^expriment toutes rationnellement en 
fonction des coordonnées i/, Ui, Ç relatives à la surface donnée 
et des dérivées de $. 

Soit donnée une surface quelconque définie par le système (4), 
que nous écrirons sous la forme suivante : 

X H- iy =:^ us — Çj 

z = |](wai — 1)5 — up — lii^H-Ç). 

Nous désignons par /?, y, r, s^ t les dérivées premières et se- 
condes de \ par rapport aux variables u^ U\. 

Calculons les quatre paramètres directeurs des plans isotropes 
tangents aux courbes de paramètres £/, U\ tracées sur la surface. 

Si nous désignons par w et w^ deux quantités absolument quel- 
conques, nous vérifions lés deux identités 

(1 — w"^^ dx -\- i{\ -\- w^) dy -^ iw dz 

w — wf/ às\ às^ . 1-4- wu\ (as às\ , 

(i — w\)dx — «(i -h ^\)dy -\-iw^dz 

I -4- uwx [as às\ , i*'! — 1/1 r / as \ as 1 , 

= — i— ras -'•-"'' 55)''" + ^;— r'('-«d^j-5ii;J''«" 

Supposons maintenant que les différentiel les dx^ dy, dz se 
rapportent aux courbes de paramètre i/| dans la première des re- 
lations (16) et aux courbes de paramètre u dans la seconde. Sup- 
posons encore que les quantités iv, ^^i désignent les paramètres 



"^ 
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directeurs respectifs des plans isotropes tangents à ces courbes. 
On aura alors 

= («.-«) [«'(r-«,^)-g]=o. 

= («'.-«.)[«'.(^-«^)-^J=o. 
On obtient donc les quatre systèmes 

du 
W =z ç = , 1 iV = M, / às 

I '^ — "l T" l ()i I <^" 

W = U^ ] du } _ ] W = Ç=: 



du* < ^* 

dWi f / — U -T f 

< — W 

dut 

qui définissent les directions des quatre congruences formées par 
les intersections des quatre plans isotropes. 

Pour que ces congruences soient normales à une famille de 
surfaces, il faut que l'expression 

(w -4- cvi ) dx -{- i(wi — iv) dy -f- ( ww^ — \)dz 

soit une difTérentielle exacte. 
Or, on trouve 

(cv-+-tVi)cfa7-4-i(w, — w)dY -^( wwx — \^ dz 

I -h WW\ 

Pour 

w = a, W| = Ml, 



cfa 
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il vient 

(u-h Ui) dx -{- i( ui — u) dy -h(uiii — i ) dz 

m — ■ I — ■ ■■ ■— ■ ■ I ■■ ■■ I M IM M ■ I , , MM 

1 H- UU\ 

X <^* , .as 
(H-aiii)-r ur (n-aMi)^ Mi / 

^ au -+- aut = do. 

p désignant toujours le segment focal de i, segment défini par la 
relation 

(17) 9 = \[{uui-{- 1) s — up — uiq -h i]. 

Prenons 

(^y Ti ayant les valeurs définies plus haut. 
11 vient 

, (V'{'Vi)dT'i-i(vi—v)dy-h{vvi'-ï)dz ^ u — v àg^j^_^ ^i — t'i as ____^ 
' I -h PP| IV du a^i dtti '^" 

On obtient donc encore ici une difTérentielle exacte. D^ailieurs, 
le calcul montre qu'il n^en sera pas ainsi pour les deux autres 
congruences. Ces résultats sont conformes à ceux que nous 
avons trouvés, en établissant les formules (i4)* 

Il nous reste à déterminer les équations de la surface normale à 
la seconde congruence qui forme avec \ les deux nappes de l'en- 
veloppe de la sphère mobile. 

Soient X, Y, Z les coordonnées de cette surface, x^ y, z dési- 
gnant toujours les coordonnées de la surface dirimante définie 
par le système (1 5)1 et p le segment focal de Ç; il viendra, en 
tenant compte de (18), 

X = ar H p, 



(19) <Y=v-4-»-^ p, 

Z =^ H p. 

Cela posé, imaginons le plan tangent a la surface cherchée 
défini par la relation 

(ao) (p-t-t^OX-f-iXi^i — i')Y-h(t?V| — i)Z-+-5o=o, 



^ 
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Ço désignant une fonction de v^ Vi qu'il s'agit de déterminer. 
Portant dans l'équation (20) les valeurs des quantités X, Y, Z, 
définies par le système (19), et tenant compte des valeurs des 
quantités x^y^ Zy p, on obtient le système 

U = — (l-4-P|M)(l4-«'M,)5 4-«^(l-+-i'|M)/>-4-Pi(l-4-l'ai)^ — PPlJ, 

EL 
du 

57' 

r — tti -7- 
(21) \ au 

dui 



V = 



^t = 



Os 
t — u — 
du\ 



qui détermine les coordonnées de la seconde nappe en fonction 
de 1/, e/i, Ç et des dérivées de \. D*ailleurs, ces expressions sont 
toutes trois rationnelles par rapport à £/, £/|, Ç et ses dérivées. 
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Une surface quelconque étant donnée, le système formé des 
rayons normaux à cette surface et des rayons réfléchis par la 
développée moyenne sont analytique ment séparables. Il en est 
de même des surfaces normales à ces congruences qui forment 
les deux nappes de l^ enveloppe de la sphère mobile dont le 
centre décrit la surface dirimante. 

Nous avons pris pour point de départ la surface \ et nous en 
avons déduit la surface \^ normale aux rayons réfléchis sur la dé- 
veloppée moyenne de la première. Celte surface \^ est d'ailleurs 
l'enveloppe d'un plan défini par l'équation 

( p H- t'i ) ar -+- iÏP| — i')^-+-(W| — i)z-l-Çt=o. 

Si nous opérons sur cette équation comme nous avons fait sur 
celle qui définit ^, nous. en déduirons la développée moyenne 
de S09 puis la congruence des rayons réfléchis une seconde fois, 
sur la nouvelle développée et ainsi de suite indéfiniment. D'ail- 
leurs, les éléments de ces congruences de rayons réfléchis, ainsi 
que de leurs surfaces dirimantes et des surfaces qui leur sont nor- 
males seront toutes définies par des expressions rationnelles des 
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coordonnées u^ u^y ^ de la surface primitive et des dérivées de Ç. 

Nous allons établir les formules qui permettent de déduire les 
uns des autres ces divers systèmes de rayons. Nous allons modifier 
légèrement les notations précédentes.' Nous désignerons par i/, v 
les variables relatives à la première surface $, par M| , i', , 1/2, l'j, . . ., 
u„, Vn celles relatives aux surfaces successives ii, ^2) •••) S/i que 
nous déduirons de la première Ç. 

Nous aurons donc, pour coordonnées de la surface Ç| normale 
aux rayons réfléchis sur la développée moyenne de Ç, 

du 

"'= à;' 

(32)/ '"""aï 



Pi = 



dv 



Os 
'-"ai 



D'où 



du 



Si Ton considère i/|, ^i comme des fonctions de Uy v détermi- 
nées par les relations précédentes, la première des équations du 
système (22) définit la surface qui, associée à £, donne les deux 
nappes de Fenveloppc de la sphère mobile dont le centre décrit la 
développée moyenne de la proposée. Si, au contraire, nous con- 
sidérons Uy (^ comme des paramètres indépendants de U\j 1^1, nous 
avons l'équation de la sphère mobile elle-même. 

Calculons les dérivées premières et secondes de \s. Mais, aupa^ 
ravant, remarquons que, en vertu du système (^2), 



, / ds\ du . , /^ ds\ âi> 



du dv 



di uv 
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Celle relalion établie, nous trouvons 

/?, = (!+ ai', ) {p — vs) -+- ui {çq — Ç)i 
^, = (1-4- t^Mi) (y — us) -f- ai(M^ — 5). 



ds\ au i-h Vtu as du 



r, = (i-hP,M)(r- . 1^ — ^ ^ 

\ Ou/ aui ui ou âui 

V / ds\ du I -H t'Mi as dv 



rt 



^ du dv 

5i = — UVS -4- M/? -4- PÛT — fc -4- T7 : • 

Désignons par Xf, ^i, ^i les coordonnées de la développée 
moyenne de ^i, par pi le segment focal de cette même surface. 
Posons encore 

d^s 
^ __ dudv 

à(u\>) 

11 viendra 

X\ ■+- iyx = u\ S\ — qx = us — y h- a X, 
-51= - (wi^'i— 1)^1— wi/^i— ^i^i-4-Çi 
^^3) / = - (tfp — 1)5 — £f/? — p^-4-M -f- "^~" X, 

I r . .1 WP H- I . 
= I (up H- 1)5 — U/> — py -4- M H ; A. 

La développée moyenne de ^1, nouvelle surface dirimanle des 
rayons une première fois réfléchis par la développée moyenne de Ç, 
étant ainsi déterminée, il nous reste à déterminer les paramètres 
directeurs 2/2» ^3 des rayons réfléchis une seconde fois. Dans ce but, 
nous considérerons les plans isotropes tangents aux courbes de 
paramètres W|, v^ tracées sur la développée moyenne de Ç|. Nous 
aurons les relations 

(i— a|) dxx-{- «(i -4- u\)dyi-¥- 2Mj dzi= o, 
(i — v\)dxx — ii^-^^X) dyx -^ iVi dzx = o. 
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Nous irouverions quatre systèmes de valeurs, comme précédem- 
ment, et nous serions amenés à poursuivre les calculs de la 
manière indiquée plus haut. 

Nous pouvons donc résumer les résultats précédents dans la 
proposition suivante : 

Une surface quelconque étant définie au moyen des coordon- 
nées u, V, Ç rf'O. Bonnet, on pourra exprimer, au moyen de 
fonctions rationnelles de u, v, Ç et des déris?ées de Ç, la con- 
gruence des normales réfléchies sur la développée moyenne; la 
surface Ç| normale aux rayons réfléchis et formant avec Ç les 
deux nappes de l'enveloppe d^une sphère dont le centre dé- 
crit la surface dirimante ; la con gruence des rayons réfléchis 
sur la développée moyenne de\%', la surface $2 normale à ces 
rayons, et ainsi de suite indéfiniment. 

Surfaces particulières, — Dans le cas général, la suite des 
congruences réfléchies sur les développées moyennes successives 
est illimitée. Nous nous proposons de déterminer les surfaces spé- 
ciales pour lesquelles il n'en est pas ainsi. 

Reprenons les formules du système (23). Si nous les considé- 
rons comme définissant la développée moyenne et le segment focal 
de la surface \n^\i nous aurons le système 

Xn^\— iyn+i = a?«— ï>/t-4- X„P„ = a: — «>-+- Xi^ -t- Xlt>, H-. . .-f- X„P„, 
Xn^i ■+■ iyn-*-\ = ar« -I- iyn -4- Xrt a«= a: -+- «> -+- X M -h X, Ml -i- . . . -h Xrt ii„. 

*/i-«-l ==^ -•/»"+" ^n = -t- -• -1- A -1-...-+-A|| 1 

2 2 2 

P/n-l = — Pi»-+- A» = ±p-4- A h. ..H- kn » 

r r ^ r 2 î» 



^ _ dUn àVn 

Or, dans l'hypothèse actuelle, on devra avoir 

«•/n-l = a?, yn-hi =y, «/I4-1 = -s, 

relations qui ne seront vérifiées qu^à la condition d'avoir 

X„ = o, 
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c'est-à-dire 

Nous retrouvons les surfaces S qui admettent pour développée 
moyenne les surfaces de translation. 
Ainsi donc : 

La suite des cortgruences de rayons réfléchis déduite de la 
congruence des normales à une surface donnée rencontrant la 
développée moyenne aura une limite toutes les fois qu'on sera 
amené à trouver une surface de translation par l'une des sur- 
faces dirimantes* 

Nous plaçant à un point de vue un peu difTérent, nous pouvons 
encore formuler cette proposition : 

Les surfaces de translation, à l'exclusion de toutes les autres, 
jouent le rôle de surfaces dirimantes à l'égard d'un système 
de rayons incidents et réfléchis respectivement normaux à deux 
familles de surfaces, qui admettent celles-ci pour développées 
moyennes. 

Cherchons une seconde catégorie de surfaces : celles dont les 
deux familles de développables se conservent après réflexion sur la 
développée moyenne. 

On a pour équation des rayons de courbure de la surface pro- 
posée 

(24) rdu* — tdv^=o. 

Après réflexion, les rayons seront normaux à la surface ^i dont 
l'équation des lignes de courbure pourra s'écrire 

Tj du] — tt dv\ = o. 

Or cette équation, transformée au moyen des formules du sys- 
tème (2a), devient 

d^ locr , . d^ lost , . 
r ^ 7 du^—t-^ — ^dv^ = o. 
au ov ou ov 

Rapprochant cette équation de l'équation (24), on voit qu'il 
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faut avoir 



O.log(^) 



du dv 

Si Ton désigne par U, V deux fonctions arbitraires, l'une de w, 
Tautre de v^ réquation précédente pourra s'écrire 

(25) Vr = U/, 

équation du second degré qui se ramène à Téquation à invariants 
égaux de Laplace. 

U équation (aS) définit donc les surfaces dont les deux 
familles de développables se conseillent après réflexion sur ta 
développée moyenne. 

APPLICATIO». 

Nous allons prendre pour point de départ la surfiee définie par 
réquation 

où F, F| désignent deux fonctions respectives de u et de e/|, et en 
déduire, d'après la méthode exposée, les divers éléments géomé- 
triques qui constituent le système d'enveloppes et d'enveloppées 
précédemment défini. 

Équations du système. — Formons d'abord les fonctions 
C{u, Ui)j D(m, w,), ... définies par les systèmes (5) et (i3). 

11 vient 

C(M,MO = [t^("iF;-FO-i-Fi]F, 
D(a,«i)=-(aF-F)(M,F;-FO-F'F;. 

(af») 



Il — 


• 


f; 


' dC 
^du 


-^(v- 


-«) 


fd^C 
idu* 


-+- 




G = 


F,- 


-wiF;- 

V — u 


^D 


'1 


du 



)]=» 



Les autres formules se déduisent des précédentes en affectant 
d'un indice les lettres qui y figurent. 

Désignons par A, A', A,, A', ce que deviennent les fonctions F, 
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F', F|, F', quand on y fait 

u = a, Ml = «t. 
Il vient 

C(M,a,) = [M(aiA;-A,)-4-Al]F, 

D(a,aO=-(aF'-F)(a,A',-AO-AiF', 

(^7) \ a; 

p = i — —r- = const.. 

A,— aiAj 

G = o. 

On trouvera les autres relations par le procédé indiqué tout à 
l'heure. 

Ces dernières formules montrent que, dans le cas particulier 
qui nous occupe, les paramètres directeurs relatifs aux rayons 
réfléchis se réduisent à des constantes. 

D'où nous concluons que la congruence des rayons réfléchis se 
compose de droites parallèles, et la seconde nappe de l'enveloppe 
de la sphère, dont le centre décrit la surface dirimante, a un plan 
perpendiculaire à ces droites. 

Pour obtenir les coordonnées de la surface dirimante, il nous 
suffirait de porter les expressions trouvées pour les fonctions 
C(m, tti), ... et leurs dérivées dans les équations des systèmes (7) 
et (7)'. Toutefois, nous obtiendrons des formules plus simples en 
eflectuant un changement de variables. 

Nous poserons donc 

F = 

u = 

c, cpi désignant deux fonctions quelconques: celle-là de v, celle-ci 
de i>i, nouvelles variables substituées aux variables e/, Ut ; (p', «p, 
désignant les dérivées de ces fonctions. 

Des deux relations précédentes on déduit le système 



1 


F - ' 




m' 


<?, — f,<p', ' 


u — ,f 



F= ' 



?i — ^^i^'i 



?« = F^Z17F 



?7> 



(pi — ViQ\ F — ub 

?i r 
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Les autres formules se déduisent des précédentes par la permu- 
tation des indices. 

Cela posé, désignons par p, ^i ce que deviennent les variables i>, 
i^i pour u = a, M, = a|. Le sj^stème précédent nous permettra de 
calculer C(u, ai), ... en fonction des nouvelles variables et, par 
suite, de calculer les coordonnées des surfaces de translation à 
deux paramètres, développées moyennes des surfaces H, ainsi que 
l'équation de ces surfaces. 

Désignons par a?, j^, z les coordonnées des surfaces de transla- 
tion, par p le segment des surfaces S. 

U vient 



(28) 



. i> p 



Cherchons maintenant Tenveloppe de ces dernières surfaces. 
Nous avons dit qu'on obtient les coordonnées de celte enveloppe 
et le segment focal correspondant, en faisant a = w, a, = i/| (ce 
qui revient ici à faire p = ç^, p, = ç^i ) dans les formules correspon- 
dantes de l'enveloppée. Faisant donc ^ = i^t ^1 =^N dans le système 
précédent, il viendra 



(■^9) 



y — _ 


P-+- P| 


ju — ~" 


?(«')?l(«'l)' 


1/ «» _ 


Pi — V 


y — 


*<p(t>)^,(ç',)' 


T — _ 


P(>1 — I 


4à — -" 


0(p)«j(i'j)' 


A ?— . 


PP|H-I 



Les développées moyennes enveloppes et enveloppées étant ainsi 
déterminées, cherchons les surfaces enveloppes et enveloppées qui 
admettent ces développées moyennes» 

Pour obtenir les surfaces enveloppées qui sont ici des surfaces S, 
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il suJïîl de porteries expressions C(m, ai), . . . définies parle eys- 
lème (27) dans l'équation (9). 
Il vient 

Ç = [A,-4-(M,-«,)A'i]FH-[A-+.(i/-a)A']F,. 

Nous reconnaissons les surfaces S définies par Téquation aux 
dérivées partielles 



du^ du\ 



= o. 



Pour obtenir l'enveloppe de ces surfaces, nous devons faire 
a=w, ai = M| dans l'équation de ^. Nous trouvons immédia- 
tement 

C = ^FFi, 

qui est notre équation du point de départ. 

Les lignes de courbure de ^ sont données par l'équation 

[Ai4-(m, — a,)Ai]F'c?i*«=[A-+-(tt-a)A']F;rfa}. 

Pour obtenir les lignes de courbure de Ç enveloppes des lignes 

dé courbure de 2^, nous devons faire encore ici a = a, ai = e/| et 

nous trouvons 

FtF' du^=z FF] du\. 

Nous venons de voir comment, la surface Ç = 2 FF| étant donnée, 
on en déduit les divers éléments des systèmes géométriques que 
nous avons étudiés. 11 nous reste à étudier séparément les surfaces 
qui en font partie. 

Sur/aces de translation. — Désignons comme précédemment 
par Xy y^ z les coordonnées de ces surfaces, coordonnées définies 
par le système (28); par p le segment focal correspondant; par X, 
Y, Z; X|, Y|, Z| les coordonnées respectives des courbes, lieux 
des extrémités du segment dont le point milieu décrit la surface. 

Du système (28) on tire les relations 

(i-3î)X-»(i-t-Pî)Y-h2p,Z = o, 
(I- P«)X -+-i(i-i-p»)Y -h2pZ =0. 

Nous déduisons de ces équations que les courbes, lieux des 
extrémités du segment mobile, sont deux courbes quelconques, 
tracées dans deux plans isotropes. 

XXXII. 12 
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Nous avons montre ( * ) que ces surfaces élaient toutes* dëfinies 
en coordonnées cartésiennes par Téquation 

d*z d*'Z __ 

Les coordonnées des surfaces de translation définies par (28) 
vérifient les relations 

Si nous remarquons que v, t^i sont des fonctions respectives 
de iii et de //, nous nous rendons compte aisément que les équa- 
tions précédentes définissent deux familles de plans isotropes cou- 
pant les surfaces de translation, suivant le réseau (Uj Ui) des 
courbes génératrices. 

Nous en concluons que le réseau {u, Ut), formé par les 
courbes génératrices des sur/aces de translation considérées, 
se compose de courbes planes, intersections de la surface par 
deux familles de plans, isotropes parallèles. 

Si nous considérons maintenant le système de rayons inci-- 
dents et réfléchis qui admettent ces surfaces de translation pour 
surfaces dirimantes, nous voyons que fune des congruences 
est formée de rayons parallèles. 

Pour s'en assurer, il suffit de se rappeler que les quantités r, 
i'i (^) sont ici des constantes. 

Considérons le système des deux rayons incidents et réfléchis 
qui se rencontrent en un point de la surface dirimanie. Ces 
rayons, nous l'avons vu, sont les intersections de plans isotropes 
tangents en un méilie point, à deux courbes dq réseau (a, u^). Or 
Tun de ces rayons sera déterminé par Tintersection des deux plans 
isotropes qui contiennent les deux courbes passant par le point 
d'incidence. L*autre rayon sera formé par l'intersection de deux 



(*) Thèse de doctorat. 

(') Nous parlons ici des quantités i^, i», définies par le systèaie (37) et non de 
celles que nous avons désignées ailleurs par les mêmes lettres. 
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antres plans isotropes tangents aux deux courbes sans les con- 
tenir. 

On déduit de là un mode de construction des rayons non paral- 
lèles : 

Soit donnée une sur/ace de translation définie par le sys- 
tème (28) et, sur cette sur/ace, un point arbitraire. Pour obtenir 
la direction des rayons incidents et réfléchis passant par ce 
point, on pourra procéder comme il suit. On déterminera les 
plans des deux courbes génératrices passant par ce point. 
L'intersection de ces plans donnera le rayon incident. En 
déterminant les deux autres plans isotropes tangents aux 
mêmes courbes, on obtiendra le rayon réfléchi qui sera formé 
par leur intersection. 

Nous venons d'étudier la nature d'une surface de translation 
définie par le système (28). Il nous reste à caractériser la variation 
de ces surfaces quand varient les paramètres a, a|. Il suffit de 
répéter ici ce que nous avons dit du cas général en remarquant 
que les deux familles de plans isotropes dont nous parlions alors 
se composent actuellement de plans parallèles contenant les courbes 
correspondantes. Nous pouvons donc formuler la proposition 
suivante : 

Soient données deux courbes variables assujetties à se ren- 
contrer constamment, tandis que les plans isotropes qui les 
contiennent se déplacent parallèlement à eux-mêmes, le point 
de rencontre de ces courbes décrira V enveloppe des surfaces de 
translation^ lieux du milieu du segment qui les relie. 

Ces surfaces de translation seront celles que définit le sys- 
tème (a8). 

Enveloppes des surfaces de translation. — Nous avons vu 
que les coordonnées de ces surfaces sont définies par le sys- 
tème (29), qu'on obtient en faisant £/ z=: a, i^i = ai dans le sys- 
tème (28). 

On tire du système (29) 

(30) p«:=a?»H-J^2-4--32. 

Nous voyons par cette éqiiation que le segment focal de la sur- 
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face S, dont la surface de coordonnées x^y, z est la développée 
moyenne, est égal an rayon vecteur de celle-ci. 
D'où nous tirons cette conclusion : 

Si Uon assujettit le centre crime sphère passant par un point 
fixe à décrire la surface de translation définie par le sys- 
tème {2g), l'enveloppe de cette sphère admettra la sur/ace lieu 
de son centre pour développée moyenne. 

La relation (3o) caractérise l'ensemble des surfaces, pour les- 
quelles le système (29) est vérifié. 

£n eflTet, Ç désignant une surface quelconque, p son segment 
focal, œ, y, z les coordonnées de la développée moyenne, on a 
ridentité 

ou aUi du ou\ ^ '^ 

La relation (3o) est donc équivalente à Téquation 

du âui du ôUi ' 

dont la fonction 

{ = uFF, 

donne la solution générale. 

Du système (29) on déduit les relations 

(i — v^)x -h i(i-\- v^)y -{- 7.VZ =0, 
(i — v\)x-k-i{i'^v\)y-h'îviz= o. 

Si Ton se rappelle que v, Vt sont deux fonctions respectives 
de Ui et de ii, on en conclut que les deux familles de plans iso- 
tropes définies par le système précédent découpent la surface 
définie par le système (29) suivant un réseau ({/, u^). 

Ainsi donc le réseau (m, Ut) relatif à la surface considérée 
est formé de l'ensemble des courbes planes tracées dans les 
deux familles de plans isotropes passant par un point fixe. 

Considérons maintenant le système des rayons incidents et 
réfléchis relatifs à la surface proposée. 

Ces congruences de rayons étant respectivement normales aux 
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deux nappes de la sphère passant par un point fixe, Tune de ces 
congruences passera par ce point. 

Ainsi donc la congruence des normales à la surface Ç=2FF4 
se réfléchit suivant des directions convergentes. 

Diaprés ce que nous venons de dire^ on voit comment, d'un 
système à deux paramètres de rayons réfléchis dans des direc- 
tions parallèles, on déduit immédiatement un système de 
rayons réfléchis dans des directions convergentes. Les divers 
éléments géométriques du premier système ont pour enveloppes 
respectives les éléments correspqndanis du second, et Von ob- 
tiendra les équations de ceux ci en égalant les paramètres 
arbitraires aux variables dans les équations de ceux-là. 

Pour 

I _ I _ 

on trouve 

x=y = z = p. 

Si l'on remarque que le centre de convergence des rayons n'est 
autre que l'origine, on sera amené à conclure que les normales de 
la surface Ç convergent après réflexion sur la développée moj'enne 
en un point commun à Ç et à la surface dirimantc. 



SUR LES DÉRIVÉES MODULAIRES DES POLYNOMES; 
Par M. Félix Lucas. 
Soit 

(i) /(-z) = Ao -5'' -t- Al ^z*-» -+-...-+- Ap_i5-+- Xp 

un polynôme de degré p, à coefficients réels ou imaginaires. 
Formons l'expression 

(a) A«/(z)=//(^)-(5-a)/(5); 

c'est un polynôme du degré (p — i)en 2 et du premier degré en a, 
que nous a|)pcllerons la dérivée modulaire (module a) de/(-c). 
En opérant m fois de suite cette sorte de dérivation, nous ob- 
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liendrons la m'*^'**^ dérivée modulaire 

= m 

0=0 

c'est un polynôme du degré {p — m) en z et du degré m 
en a. On peut considérer ce polynôme comme la somme de 
{p — m + i)(/w4-0 termes et écrire 

Ar=p — m h = m 

(4) aS'/(«)={-i)«P„ 2 2 **•*■"'"'""*'''""*• 

Proposons-nous de déterminer la valeur du coefficient 6a,a* 
A cet effet, commençons par développer le second membre 
de (3), suivant les puissances décroissantes de z^ en posant 

chacun des coefOcients B désignant un polynôme en a du degré m. 
Nous voyons immédiatement que 

(6) (-i)'«PmPp-«-AB,, = [Dr'»~'^A?/(z)],.o- 

D étant le symbole de la dérivation ordinaire. 
Or on a identiquement 

d'où, plus généralement, 

(7) D? AiV(^) = A? T>?/(z) = AÏ/«H-«); 

on peut donc transposer les signes D et A. 

Appliquant celte observation à la formule (6), nous trouvons 

Comme /^P~'"~^^ (z) est un polynôme du degré (m -f- /i), nous 
avons 

Or=iM 
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et, par conséquent, 

Nous pouvons, dans la formule (8), remplacer Ba par 6^,* en 
réduisant le second membre au lerme en a**"*; or ce terme est, 
d'après la formule (lo), celui qui correspond à = m — Ar, c'est- 
à-dire 

Par conséquent, 
On a identiquement 

**p-h--k __ P(m-k)MP-fn-h) __ r>m-k 

p — P P — ^p-h—k' 

m-k* p—m-h 'tn-k'^p'—m-h 

Donc, en dernière analyse, 
(la) ^A,*= G^r/f-itCÎ+A AA-4-ifr. 

La formule (4) devient, par suite, 

h =p — m h — m 

(i3) A?/(4) = (-i)'»Pm 2 2 ^'^~'^-*^***^*** '"'"'""*"'""*• 

L'ensemble des termes du second membre pour lesquels la 
somme A + A: reste constante, de manière que l'on ait 

(l4) h^k = q, 

est le polynôme du degré/? — y, en ^ et a, 

h=^p — m 

(Il faut remarquer que la limite inférieure de A doit être q — /n au 
lieu de zéro si m — q est négatif, et que la limite supérieure de h 



— 188 — 

doit cire q au lieu ào, p — m %\ q est le plus petit de ces deux 
Dombres.) 

Par conséquent : 

Le coefficient de chaque terme du degré p — q dans une dé- 
rivée modulaire de degré quelconque est égal au coefficient du 
terme du même degré dans f{z) multiplié par un facteur 
simplement numérique. 

Si Je terme du degré (/? — q) manque dans /(g), le polynôme 
du même degré manque dans toutes ses dérivées modulaires. 

Reportons-nous à la formule (3) et faisons a = -3; tous les 
termes du second membre s'annuleront, à l'exception de celui qui 
correspond à ô = o; par conséquent, 

(i5) [A?/(3)]a=z=(-i)"'PmGf-'«/(^); 

le coefficient de zP"^ est donc 

D'autre part, en faisant a = 5 dans le polynôme du degré/? — y, 
en a et z^ indiqué plus haut, nous trouvons pour coefficient 
de zP-'t 

Égalant ces valeurs d'un même coefficient, nous obtenons cette 
formule (peu connue, bien qu'elle ne soit pas nouvelle) 



h=v~ 



m 



(16) 2 CJLY'^CJ-A=Cg-'«, 



A = o 



dans laquelle il faut regarder comme nulle la valeur de tout coefli- 
cient C dont l'indice supérieur serait négatif. 

Nous allons maintenant indiquer une propriété remarquable 
des dérivées modulaires. 

A cet effet, reprenons la formule (i3) en l'écrivant sous la 
forme 

h ■=:})— m in 



A =0 k = i) 
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Le second membre ne changé pas si l'on permute p — m et m, 
z et a. Par conséquent, 

Soit, sous une forme plus simple, la formule remarquable 

(17) (-l)''Pp-mA?/(z) = P;„Ar'V(«). 

Remplaçons dans le second membre Af~'"/(a) par le second 
membre de Téquation (3), dans lequel nous permuterons z et a, 
m et p — m. Nous obtiendrons pour M^f{z) l'expression nou- 
velle 

6=p — m 

(18) ASy(^) = (-,)mp,„ ^ (-,)ec;j_ojL(a-z)e/0)(a). 



I < 



SUR LES DÉRIVÉES MODULAIRES DES POLTHOMES; 

Par M. Félix Lucas. 

Dans une précédente Communication, nous avons donné le nom 
de dérivée modulaire (module a) du polynôme /(5), du degré />, 
à la fonction 

et nous avons étudié les dérivations modulaires successives faites 
avec conservation du module. 

Nous allons étudier aujourd'hui les dérivations modulaires suc- 
cessives faites avec changement du module. 

On a identiquement 

( H.(5-a)(z-p)/'(^); 

cette fonction étant symétrique relativement à a et ^, on voit que 
l'on peut intervertir Tordre des dérivations. 
On a ensuite 

AÎ.P.y/W =/'(/'- 0(/> - 2)/(;:)-(/>- !)(/>- 2) H- (5- P) [/(;;) 

'^(p-2)i-i-(Z-^)iZ-'r)W''iZ)-iz^0L)(z-[i)(z-^()f"(z), 

(-+-U — Y)(j— a)) 
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La loi de forinalion est simple; le résultat des dérivations suc- 
cessives pour une série de m modules a, p, y, . . . , X est 



6 = m 



(4) AS:p x/(^) = 2;(-0<^A;re%/^^K^); 

dans cette formule Sq désigne la somme des produits à 6 des m 
binômes {z — a), {z — p), . . ., (-5 — X); A^Je désigne le nombre 
des arrangements de (^ — 6) objets (m — ô)à(m — 6). Conven- 
tionnellement So=k 
Nous pouvons poser 

(5) (^-a)(« — P)...(^-X) = iîj(;î); 

^{z) sera un polj^nome du degré m dont le terme du degré le 
plus élevé a pour coefficient l'unité. Nous écrirons alors symboli- 
quement 



(6) Aïï'.p x/{z)=^^J{z) 

pour désigner le résultat des m dérivations modulaires succes- 
sives faites avec les m racines de Péquation ts{z) = o. 
On a identiquement 

S«-, = m'(-5); 

pour obtenir Sm-2) nous remarquons que cette somme des pro- 
duits (/i — 2)à (n — 2) des m binômes (z — a), {z — P), . . . , 

(s — X) contient— ^^ termes, tandis que ©"'(s) contient deux 

fois ce nombre de termes ; par conséquent 



on trouve ensuite 



1 • Jk 



^'-»=Ti3'^^'^' 



et généralement 

(7) Se=S„_,„_9,= p-î-m<'»-0'(*), 

en désignant, suivant Tusage, par P/w.e la factoriellc 

1 .2.3. . ,( m — 6). 
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Avec ces notations nouvelles, Ja formule (4) devient 



= m 



(8) ^Z)Az) ^^(•-i)^ep^w^n^.^^{z)f^^(z), 

Cp~^ désignant le nombre des combinaisons de (p — 6) objets 
(m — 9) à (m —6). 

Il est intéressant de considérer le cas où ^(z) est du même 
degré que/(5), c'est-à-dire le cas où m est égal à/>. La formule 
précédenle devient alors 

(9) ^^)A^) = 2 ('-i)^rB^P-^'(z)/^Hz). 

e=o 

Nous avons, d'ailleurs, par la formule (7), dans laquelle nous 
remplaçons m par/?^ 

(10) ro/^(«) = Pp^Se. 

De même, en admettant que le polynôme /(z) ait Tunité pour 
coefficient de son terme du plus haut degré et en désignant 
par T^_o la somme des produits (p — 6) à (/? — ô) des p facteurs 
binômes de ce polynôme, on a 

(II) /«(5) = P6Tp-e. 

La formule (9) peut, par conséquent, s'écrire sous la forme 

(la) Afe,/(^) = 2(-i)ôp„-ePoSoT^^. 

0=0 

Comme chaque dérivation modulaire abaisse d'une unité le 
degré du polynôme /(z), le second membre de cette formule (la) 
doit être du degré zéro; en d'autres termes, ce second membre 
doit se réduire à une constante. Par conséquent, les coefficients 
de toutes les puissances de z doivent être identiquement nuls. 

Pour déterminer ces coefficients, désignons par 

*i> *tï • • • ï ^p 
les sommes des produits iài,2à2, ...,^à;[? des p racines de 



(i3) 
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Téqualion ts(z) = o, el, de même, par 

les sommes de produits analogues pour les racines de Téqua- 
lion/(>3) = o, Nous aurons alors 

s, =c; [.-î.,^-.^^^;„..-....]. 



et, par suite, 

\p PI 
(i4) SeT,,-o=c;;cp/ re(0-o^_^0/>-o , (/>-e)(/>-e-») ] ^,,, 

I IP^P-^) P P Pip—0 J 



.o^«-e 



En portant cette valeur de SqT^.o dans la formule (12) et expri- 
mant ensuite que les coefficients des diverses puissances de z sont 
nuls, nous obtiendrons les équations 

6=,, 
6=0 

i;(-.)«eA«Ar''=o, 

6=0 

6 = 



que nous pouvons réunir dans Téquation générale 

0=;, 
(16) ^i^l)H'nXlxP~^=o, 

6 = 

l'exposant m désignant n'importe lequel des nombres entiers o, i, 
2, ..., (/> — i). 

Divisons le premier membre de celte équation par la con- 
stante P^ et posons pour simplifier les écritures 

(17) (~i)^^^^=^o; 

I il 
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nous aurons, pour chacune des valeurs de m, l'équation 

(i8) Ve"»a:e=o. 

La valeur de Xo esl limité; les autres valeurs de x 



(i8') 



^ll *^ii • • • > "^Ôj • • • > ^p 



doivent vérifier le système d^équations linéaires 



(19) 



a:, 

Xi 
Xi 



Xt 

2Xf 

1*Xi 



x^ 



d"« = 



pXf, 
p^Xp 



o, 
o, 



a?i-h a/'-iarj-t-. . .-t-OP-^are-f-. . .-hpf^-^Xp = 



• 1 
o. 



Nous pouvons obtenir une démonstration nouvelle de la for- 
roule (16) en regardant x^, X21 . • •» Xp comme des inconnues et 
résolvant ce système d'équations. 

Le dénominateur commun est 



I I 

I I 

l 2« 

• • • 

I 2P-» 



I 




I 


e 




p 


0* 




p' 


ep-ï 




pb-i 



= P1P,...P 



p—l' 



Le numérateur de Xq est 





I 


I 


• • • 


I 


1 


• • • 


I 




I 


2 


• • • 


(6-1) 


(6-2) 


• • • 


p 


o-ip. 


I 


a* 


• • • 


(6-,)» 


(6-2)» 


• • • 


/>• 




• 


• • • 


• • • 






• • • 


• • • 



I a/»-» 



(0 — I)P^Î (0 — 2)P-* 



La valeur de Xq est, par conséquent, 



pp 



— î 



— /'_ 1^0 PiPî'"P/i-|P// ^ 
"^ ^ PôP/,~8 



P A® A''-^ 

^^-^ '^ P^_6Po ^ ^ P,, 

comme dans la formule (17). L^équation (16) est donc ainsi dé- 
montrée. 

Cela posé, revenons à la formule (12), qui détermine la dérivée 
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modulaire 

ArcT)/(5). 

Le second meml>re de cette formule se réduit à son terme con- 
stant, (jue l'on obtient en faisant ^ = o; on trouve, par con- 
séquent^ 

6=,, 

(20) AfB„/(4) = (-.i)#'2(-O^Pp-oP6*oVe- 

Il est intéressant d'examiner le cas où le polj^nonie ^{z) ne dif- 
fère pas dcy(5). Nous obtenons ainsi la ^'«'"« dérivée modulaire 
de/{z) relativement à ces p racines 

tm désignant la s oma t e d!ts prodaîu m km des/> racines Aef{z), 
Dans le cas particulier où 



mei 



la dérivée modulaire prise relativemei^t à tontes les racines />^^* 
de l'unité se réduit à zéro si p est impair et à — 2 si /» esi pair. 
Dans le cas particulier ou 

la dérivée modulaire considérée est toujours nulle, car on a 

Ce dernier exemple concerne les dérivées modulaires sans chan- 
gement de module dont nous avons parlé dans notre précédente 
Communication. Voici une remarque nouvelle au sujet de ces 
dérivées. 

Posons 



tk 
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/(s) désignant un polynôme du degré/?. Dn a identîquemenl 



(23) 






et généralement 



\ 



^m,l?'(3) 









les bm,h désignant des coefBcietits namériq^es» La loi de 
tion de ces nombies est gqwpés gal é e. — r ht 



(^) 



^mjt^i^-^^ — ï)^»i-i,aH- ^,«-i,;i-i ; 



a^dTsâllears 



^«,1 = P 



m 



et 6m.m=I. 



/a, m 



On peut former ainsi avec ces nombres le triangle suivant : 



i 

3 
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720 


1800 


1200 
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3o 
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• • 


• 



/n 



Un nombre quelconque de ce triangle est égal au produit du 
nombre placé au-dessus de lui par la somme des rangs de la ligne 
et de la colonne de ce terme, augmenté du nombre qui précède 
celui-ci dans la même ligne. 

C'est une loi de formation beaucoup moins simple que celle des 
nombres du triangle arithmétique de Pascal. 
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SUR LA RÉSOLUTION NOMOGRAPHIQUE GÉNÉRALE 
DES TRIANGLES SPHÉRIQUES; 

Par M. Maurice d'Ocagne. 

Nous avons naguère fait remarquer (*) que tous les cas de réso- 
lution des triangles sphëriques (désignés par ABC) pouvaient se 
ramener à Tusage de la formule unique 

cos/ = cosMCOSP ■+- sinu sinp cosT, 

où /, z/, i^ sont remplacés soit par les diverses permutations de a, 
i, c (T prenant Tune des valeurs A, B, C), soit par les diverses 
permutations de n — A, tz — B, tt — C (T prenant Tune des va- 
leurs 7t — a, ir — bj iz — c). Si donc la formule précédente est 
traduite par un nomogramme sur lequel on puisse prendre à 
volonté pour inconnue l'une des quatre variables t, w, v, T, ce 
nomogramme unique pourra servir à la résolution des triangles 
sphériques [dans tous les cas possibles. Un tel nomogramme 
nous a été fourni par la méthode des points alignés ('). L'équa- 
tion ci-dessus mise sous la forme 



— I cos t I 

I — cosT I 

siiiMsiiK^ — I cosacosp sini^sinc + i 



= o 



exprime l'alignement des trois points 

(t) a?= — I, y = cost, 

(T) x=i, ^ = -cosT, 

sinusini' — i cosficosi' 



sinusint' + i " sinu sinp -H i ' 



ce dernier point étant fourni par la rencontre des deux ellipses 



C) Bulletin astronomique^ t. XI, 1894, p. 5. 

( ' ) Voir la Note citée du Bulletin astronomique ci notre Traité de homo- 
graphie (p. 329). On trouvera là tous les détails relatifs à la construction du 
nomogramme, ainsi que l'indication de la règle précise qui permet de discerner 
parmi les points communs aux ellipses (li) et (v) celui qui doit être pris sur 
l'alignement. 
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correspondant aux cotes iv=zuelw=iv dans le système unique 

(tv) — ^— h ^-^ z=(i — a?)«, 

inscrit dans le quadrilatère formé par les quatre droites 

Cette solution est évidemment, au point de vue théorique, la 
plus satisfaisante. Mais, pratiquement, on lui préférera, lorsque 
le choix sera possible, celle que nous avions fait connaître précé- 
demment (') en vue d'un problème particulier (celui de la dis- 
tance sphérique de deux points de la mappemonde, définis par 
leurs coordonnées géographiques). On obtient cette autre solu- 
tion en mettant, ainsi que Ta proposé M. Collignon, l'équation 
ci-dessus sous la forme 

ï cos; = (n- cosT) cos(a — v) -+- (i — cosT) cos(u -+- v). 

Si on l'écrit 

— I COS(li-f-l^) I 

I cos(m — v) I 
cosT cost I 



= o, 



on voit qu'elle exprime l'alignement des points 

(u-{-v) X =z — I, ^ = cos(a -+- p), 
(u — v) x = i, y=:cos(u — v)t 

(tfT) a7 = cosT, ^ = cos/. 

Ces formules définissent l'abaque ici représenté (Jiff^ i) (à une 
échelle réduite pour se plier aux nécessités du format) dont la con- 
struction est des plus simples : il s*obtient en joignant deux à deux 
par des parallèles à Ox et à Oy les points d'égale division d'un 
cercle ayant son centre à l'origine. Son emploi résulte de l'énoncé : 
la droite joignant le point {u -^ v) au point (u — v) passe par 

(*) Nomographie, 1891, p. 84, et Traité de Nomographie, p. 327. Une erreur 
s'est glissée à cel endroit, provenant d'une confusion entre les latitudes X et V de 
la première formule du n* 123 et les colatiludes correspondantes. Toutes les 
valeurs de X et V données à la page 329 doivent donc être remplacées par leurs 
compléments. 

XXXII. i3 
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le point de rencontre de fa parallèle (l) à Ox cl de la paral- 
lèle (T) a Oy. 

Il est iniiLile d'insister sur In simjilicilé do conslniction de cet 
nbaqiic com|iaré au précédent. Son infériorité lient à ce qnc n cl r 
n'y entrant pas directement, mais seulement dans les graduations 
(k -h I') et (h — i), ni l'une ni l'autre de ces variahles n'^ peut 
être prise pour inconnue. L'abaque ne peut fournir que la valeur 
de t ou de ï; par suite, il ne peut servir directement à la résolu- 
Fig. .. 
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lion d'un triangle sphérîque que sî les données comprennent trois 
éléments de même espèce (les trois côtés ou les trois angles) ou 
trois éléments consécutifs (deux côtés et l'angle compris ou deux 
angles et le côté coniigu). Les cas où les données comprennent 
deux éléments de même espèce et l'élément opposé à l'un d'eux 
écliappent à l'usage de cet abaque. 

Or, telle est sa simplicité, que nous avons cherché s'il n'y aurait 
pas moyen, à l'aide de quelque artifice, de le faire encore servir en 
pareil cas. 
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Nous avons, en eflet, fait connaître dernièrement un tel pro- 
cédé (*) sur lequel nous allons revenir ici avec plus de détail. 

Ce procédé repose sur la considération de ce que nous propo- 
serons d'appeler les triangles annexes du triangle sphcrique 
envisagé. 

Si A'B'C est le triangle supplémentaire de ABC, nous appelons 
éléments homologues de ces deux triangles ceux qui, à Taccen- 
tuation près, sont désignés par les mêmes lettres. Par exemple, le 
sommet A est l'homologue de A', le côté AB Thomologue 
de A'B', .... Ceci posé, tout triangle annexe du triangle ABC 
sera un triangle formé par deux éléments de même espèce 
de ABCe^ r homologue de l'un d'eux dans A'B'C. En associant 
ainsi deux à deux les sommets de ABC, on obtient six triangles 
annexes, et de même six autres au mojen des côtés (^). 

La considération de trois de ces triangles annexes permet, dans 
chaque cas, d'obtenir trois angles auxiliaires déterminables par 
l'abaque ci-dessus et qui ramènent la résolution du triangle à un 
cas où l'on connaît trois éléments consécutifs, par conséquent à 
un de ceux où l'emploi de Tabaque fournit immédiatement la 
solution. 

Soient donnés, par exemple, pour rendre les idées plus claires, 
les côtés BC = a, CA = 6 et l'angle A (Jig- a)- Considérons le 
triangle annexe formé par les côtés AB et AC de l'angle donné 
avec l'homologue A'B' de celui de ces côtés dont la grandeur n'est 
pas connue. Pour cela, prolongeons les grands cercles AC et AB 
jusqu'en leurs rencontres C| et B| avec le grand cercle A'B'. Dans 
le triangle AB< C| l'angle A est égal à l'angle A de ABC, le côté AC| 

à ; è, l'angle C| à -> puisque C est le pôle de A'B'. Donc, en 

prenant 

/ = 7r — Bi, u=^r. — \, v=-9 T= — h b. 

2 1 

on aura, par l'abaque, la valeur de B|. 



(*) Comptes rendus du ii janvier ic|o'|, p. 70. 

(^) Il y a douze manières de donner dans un triangle deux éléments de même 
espèce et réiément de l'autre espèce oppose à l'un d'eux, d'où, par permutation, 
l'emploi, dans les conditions indiquées ici sur un exemple particulier, des douze 
triangles annexes. 
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Considérons maintenant les deux triangles annexes formés 
chacun par les deux extrémités d'un des côtés donnés et l'homo- 
logue de celle de ces extrémités qui est opposée au côté incoDnii, 
c'esl-à-dire les triangles ACC et BCC. Dans chacun d'eux on 
connaît les trois eûtes, attendu que leur côté commun CC est 
égal à l'angle B, qui vient d'être obtenu comme joignant les pôles 




des deux grands cercles \h et A'B' qtii comprennent cet angle, et 
qu'on 0, en outre, 

GA = Ô, CB = a, C'A = C'B= ~. 
Donc, en prenant successivement 



on aura, par l'abaque, les valeurs des angles ACC et BCC dont la 
différence est précisément l'angle C du triangle ABC. Dès lors, 
connaissant dans celui-ci les côtés CA, CB et l'angle C compris, on 
est ramené à un cas que l'abaque permet de résoudre complè* 
temenl. 
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Nous avons supposé l'angle B inconnu obtus. Si H est le point 
où le grand cercle CC rencontre AB, le point B tombe entre A 
et H, et Ton a bien 

C = BCC— ACC 

Mais il y a une seconde solution correspondant à Thypollièse 
de B aigu. Dans ce cas, la disposition est celle que définit le 
point B©; l'angle BqCC a bien la même valeur que l'angle BCC, 

mais on a alors 

C = 27:-(ACG'-+-BoCG'). 

En pratique, on a généralement le moyen de savoir d'avance si 
l'angle en B est aigu ou obtus, et, par suite, de décider laquelle de 
ces deux solutions il convient d'adopter. 

Remarquons en terminant que la solution générale ci-dessus, 
qu'il était important de mettre en évidence au point de vue théo- 
rique, ne supprime pas l'intérêt que peuvent ofTrir des abaques 
visant tel ou tel problème particulier réductible à une résolution 
de triangle sphérique. 

Quand nous disons que l'abaque général résout tous les cas, 
nous entendons par là qu'il permet, pour n'importe quel cas, 
d'obtenir, dans un certain ordre, les trois éléments inconnus. Or, 
dans la plupart des problèmes d'application, on n'a besoin que 
d'un seul de ces trois éléments et, si ce n'est pas le premier de 
ceux que donnerait l'abaque général, il y a intérêt à construire un 
abaque particulier qui le donne directement. Nous avons déjà, 
pour notre part, fait connaître un certain nombre de tels abaques. 
Nous tenons à signaler aujourd'hui celui que, toujours par appli- 
cation de la méthode des points alignés, vient de construire M. le 
lieutenant de vaisseau Perret pour le calcul de Tazimut en mer. 
Le tableau ainsi obtenu, de quelques décimètres carrés, renferme 
des solutions beaucoup plus étendues que les volumineuses Tables 
employées pour cet objet jusqu'à ce jour, et dont la meilleure, 
celle de Décante, ne comprend pas moins de sept Volumes, tout 
en ne convenant qu'aux astres compris entre — 48" et -h 48" de 
déclinaison. 

M. Perret est d'ailleurs l'auteur de nombreuses applications de 
la Nomographie à l'Astronomie pratique, parmi lesquelles celles 
qui visent la prédiction des occultalions et la préparation des 
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observalions à l'astrolabe à prisme méritent aussi une mention 
spéciale. 

Addendum, 

Depuis la communication de cette Note, M. G. Pesci, Profes- 
seur à l'Académie navale de Livourne, après avoir pris connais- 
sance de notre Note des Comptes rendus, nous a adressé une 
autre solution du même problème que nous tenons à joindre à la 
nôtre. 

Soient D le point diamétralement opposé au sommet G sur la 
sphère et GHD le grand cercle orthogonal à AB. Le pôle G'de AB 




■ 'C I 'iSt I 
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se trouve sur GD et les grands cercles G' A et G'B sont orthogo- 
naux sur AB. 

Dans riivpothèse de B<^ -» appelons m et n les segments dé- 

leriAinés par le grand cercle GHD sur AB, jx et v les angles qu'il 
fait avec GA et GB. 

Dans le triangle DAG' on connaît trois éléments consécutifs, 

savoir Tangle en A, égal à A, et les deux côtés qui le corn- 

prennent, AD = u — i, AG'=: - • L'abaque permet alors de cal- 
culer les trois autres éléments du triangle, savoir : le côté G'D, 
l'angle en G' égal à 7t — m (d'où //?) et l'angle en D égal à jjl. 
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CD venant d'être calculé, on connaît les trois côtés du tri- 
angle DBC. L'abaque permet alors d'en calculer les trois angles, 

savoir B (d'où B), 7t — n (d'où n) et v. 

On a enfin 

AB = wi-+-/i et G=fi-+-v. 

Si B est obtus il faut prendre 

AB = m — /i, G = |ji — V. 



SUR LBS DÉPLACEMENTS FUNE FIGURE INVARIABLE DANS LESQUELS 

LES DIFFÉRENTS POINTS DE LA FIGURE DÉCRIVENT 

DES COURBES SPHÉRIQOES; 

Par M. Lucien Lévy. 

1. On doit à M. Darboux un beau théorème sur le mouvement 
d'une figure dont tous les points décrivent des lignes planes ('). 
M. Mannheim a en outre démontré que tous les points d'une 
droite décrivent des lignes sphériques dont les centimes sont 
dans un même plan si quatre points de la droite jouissent 
de cette propriété. Le lieu des centres des sphères qui con- 
tiennent les lignes sphériques est une conique (Principes de 
Géométrie cinématique, p. i8o). Il en résulte immédiatement 
que, dans le cas général, si tous les points d'une droite décrivent 
des lignes sphériques, le lieu des centres des sphères est une cu- 
bique gauche, puisque ce lieu ne peut pas être coupé par un plan 
en quatre points sans en faire entièrement partie. 

Duporcq (Journal de mathématiques pures, 1898) a donné un 
élégant théorème sur le mouvement d'une droite : s'il existe sur 
une droite cinq points qui, pour cinq positions déterminées de 
la droite, soient situés sur cinq sphères, les cinq positions d'un 
sixième point quelconque de la droite seront sur une même 
sphère. 

(*) Comptes rendus, 1881. Voir aussi Kœxiqs, Leçons de Cinématique^ 
Note III de M. Darboux, p. 353. M. Mannbeim s'est atlaché au mouvement 
inverse de celui dont il s'agit, d'une figure dont les plans passent par des 
points fixes et en a fait une étude élégante {Principes et développements de 
Géométrie cinématique, p. 389). 
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Enfin, M. Raoul Bricard {Journal de mathématiques pures, 
1898) a déterminé loiis les* déplacements dans lesquels tous les 
points d^un plan décrivent des lignes sphérîques dont les centres 
sont dans un même plan. 

La présente Note a seulement pour objet de retrouver par le 
calcul quelques-uns des résultats précédents et d'étendre le pro- 
cédé à quelques théorèmes que nous crojons nouveaux. 

2. Désignons parx©, j^oî ^o? ^n J^i* -Si, 4?2î ... les coordonnées 
des points Mo, M|, ... de la figure mobile; par ao, ^o? Yof ^m ^«i 
Yo ttj, ... celles des centres C©, C<, ... des sphères sur les- 
quelles restent les points correspondants, par Ro, R|, ... les 
rayons de ces sphères. Enfin, lorsque les points Mq, M|, ... 
seront sur une même droite (D), nous désignerons par a, 6, clés 

cosinus directeurs de cette droite, et par p,* la distance MoM/, de 

sorte qu'on aura 

Po = o, 

avec a* 4- 6* 4- c^ = I . 

On a aussi, dans tous les cas, 

(^) (aro-ao)«-f-(ro-Po)*-+-(^o-To)*=RÎ, 

(3) (ar/_a/)«+(^,-P/)«^-(4î/~Y*)*=R?. 

et, dans le cas où tous les points M/ sont en ligne droite, 

(4) {X0-+- api— a/)«-f- {yo-^ h^i— P/)«-+- (-«0+ cp/— 7/)* = R/. 
Soit O Torigine des coordonnées : posons 

(5) Ô^/ = ^ = a?-+-P?4-Y?. 
L'équation (4) devient 

(6) ^ — 2[a/(jro-+- a^i) -4- P/(^oH- ^P*) -^ ï«(-3o-+- cp,)] 

H- 2p/(aaro-i-^^o-t-cSo)=R? 
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£n retraDchant Téquation (2) de l'équation (6), on obtient la 
nouvelle égalité 

(7/ 1 

( — 2(aa,-h 6P/-+- CY/)p/-f- p» -h dj — dl — R?-+- RJ = o, 

que nous écrirons 

/ON I 2ap/(aro— a/)-+-26p/(^o— ?/)H-acp/(^o— Y/) 

( =/?-H2[(a/— ao)a:o4-(?/— Po)7o-^(ï/— Yo)-»©], 

en posant, pour abréger, 

(9) If = hj^ RI --pj-dj-^di. 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir un certain nombre 
de théorèmes. 

3. Théorème de M. Mannheim. — Supposons que quatre 
points de la droite (D), ceux qui correspondent à i=Oy i , 2, 3, 
soient sur des sphères dont les centres sont dans un même plan, 
que nous prendrons pour plan desyz. On aura 

Yo= Yi = Yî= Y8=o- 

On peut même, pour simplifier l'écriture, supposer a.^ = o, pQ = o. 
L'égalité (8) est une identité pour i == o. Nous déduisons donc 
de (8) trois égalités qui sont vérifiées, par hypothèse : 

/ 2api(aro--ai)-HQi6p,(j^o— Pi)-+- acpi'«o= l\ 4-2(aiaro-+- Pi^o), 

(10) I 2ap,(a?o—aî) -+-..., 
( 2apj(a?o— aj)H- 

Considérons maintenant un cinquième point M4 de la droite, 
1 = 4. On tire des formules (i) 

i a?o= X,, — ap4, 
(") <ro = r*— ^P*» 



«0 = ^^— Cp4 

et aussi 
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ou, en leDant compte de Téquation (2), 



(12) 



^l -^yl -^^4 = Rî H- PÎ -^ 2p,,{axo-\- byo-hczo). 



Portons les valeurs de Xq^ y^^ ^0 tirées de (i i) dans les seconds 
membres ëe^io); ces égalités peuvent s'écrire 



ou 



(i3) 



2p,(aa7o-H6xo-*-czo)-f-2(p4— pi)«ia-f-2(p4— p,)Pi6 

= /}-+- 2 «1X4 -4- 2 6, j^*, 
2 pt ( ax^ -+- 6/0 ■+- ^-^o ) 
2ps( ) 



En éliminant a, b et ax^ -\- by^ 4- c v© entre les équations (1 2) et 
(i3), nous obtenons le lieu du point M4 



o = 



x\ 



-*-rî-t--î 


^î 


-\-1^lXi, 


n 


-h 2 xj 2:4 


i\ 


4- 2 «3374 



RÎ-PÎ 
231^4 



2p4 O O 

2P1 2(p4— pi)ai 2(p4— pi)Pi 

2p, 2(p4— Pî)aî •2(p4-p,)Pi 

2p, a(p4— P8)as 2(p4— Ps)Pj 



qui peut s'écrire, en développant suivant les éléments de la pre- 
mière colonne. 

Le lieu est donc une sphère ayant son centre C4 dans le plan des xy. 

On calculerait aisément Ç, r\ d'où résulterait, par l'élimination 

de p4, la conique lieu du point C4. Nous ne donneronspas ce calcul. 

4. Autre théorème. — Si cinq points d*une droite décrivent 
des lignes sphériques, tous les points de la droite décrivent des 
lignes spliériques. 

Le mode de démonstration est tout à fait le même. Nous pou- 
vons encore supposer ao=po = Yo=o; mais les quatre centres 
C|, Cx, C3, C4 sont quelconques. 

L'équation (8) s'écrit ici 



(i4) 



= /? H- 2(a/aro-+- ?/j^o-+- Yz-Jo) 
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el celle équation en vaul quatre en faisant /=i, 2, 3, 4* 
Considérons maintenant un sixième point M5 {i= 5); des for- 
mules (i), on tire 

Zo = Zi — Cpi 

el aussi 

(16) xl -hjl H- 5Î = R; -f- pî H- 2p,(aa7o 4- 0/0-+- CZo). 

Portons les valeurs de x^^y^^ Sq tirées de (i5) dans les seconds 
membres des quatre équations (i4))* on obtient quatre nouvelles 
équations qui peuvent s^écrire 

^ ( 2a/(p,— p/)a4-2Pi(p5— p,)6h-2Y/(p»— Pi)c 

En éliminant a, 6, c et ax^-]- by^-^- cZq entre ces quatre équa- 
tions et Téquation (16), on trouve enGn 

^l-^yî-^ ^î — ^î — PÎ 2p5 o o o 

2(a,ar,-+-pij'»-i- Yi^s) 2pi 2a,(p,— pO 2p,(pj— pi) 2Yi(p» — fi) 



= o. 



Cette équation développée et ordonnée s'écrit 

ce qui montre que le lieu du point quelconque Mj est sur une 
sphère, et le théorème est démontré. 

Le calcul des coordonnées Ç, r^, ^ du centre de cette sphère se 
fait sans difficulté*, il est seulement un peu long et nous nous bor- 
nerons à transcrire le résultat. Il est de la forme 

g _ (tAl p|-4-Vip,-f-CT,)p, 

,,0. f (t^8p|-HVîPi-4-Wi)p, 

(lo) / Tl = r — -^ r 9 

^ XpJ-+-|Jip| -f-vp5-M5J 

r = (t^3P! -^V3p5H-TÎT3)p5 

^ XpJ -i- jjipl -hvps-Hro* 



— 208 — 

Ces équations définissent une cubique gauche, comme cMtait 
prévu, 

5. Corollaire. — En éliminant a, 6, c entre les quatre équa- 
tions (i4)» on obtient une équation du second degré en x^^y^^ z^. 
Cette équation jointe à 

montre que le point Mq et, puisque ce point n*a rien de spécial, 
tous les points de la droite (D) décrivent des biquadratiques sphé- 
riques (Duporcq). 

6. La même méthode fournit des théorèmes sur le nombre de 
points qui suffisent à assurer le mouvement sur des lignes sphé- 
riques de tous les points d'une figure quelconque, plane ou non. 
En voici quelques-uns. 

Théorème. — Si treize points arbitraires d'un solide dé- 
crivent des lignes sphériques, il en sera de même de tous les 
points du solide. 

Un point mobile quelconque M/ peut être représenté par les 
formules suivantes : 

Ia:/= ToH- ap/-h a'p} -+- ûr'pî, 
^/ = 5o H- cçi H- c'ç'i -h c'pî, 

dans lesquelles a, 6, c, a', b\ c\ o^, 6", (f sont les cosinus di- 
recteurs des arêtes d'un trièdre trirectangle mobile. L'interpré- 
tation géométrique de ces formules est évidente. Par le point Mo 
menons trois droites dont les cosinus directeurs soient respecti- 
vement a, 6, c; a', b\ c'; a'', 6*^, c" et prenons-les pour nouveaux 
axes de coordonnées. Les constantes o/, p^-, p^- représenteront les 
coordonnées du point mobile M| rapportées à ces axes mobiles. 
Les formules (19) sont des formules de transformation de coor- 
donnée^. 

Convenons enfin de désigner par le signe S la somme de trois 
termes déduits de Tun d'eux par la substitution des lettres x^y^ z 
à j?, ou a, 6, c à a ou a, ^, y à a, .... En élevant les équa- 
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lions (19) au carré, el ajoutanl, on obtient l'idenli té 

(20) SxJ= Sxl -h pj -^ p'.^ -i- p"^ -h 2S{api-{- a' p'. -^ a' p".)xo. 

Si le point Mq reste sur une sphère ayant son centre à Torigine, 
on aura 

d'où 

(ai) SxJ = RJ -+- p? -+- p;.' -+- p7 -4- •2S(ap,-+- a'p'^ -f- a''p))xo 

et, si le point M/ est aussi sur une sphère, on aura nécessairement 

(22) S(api-^ap'i-ha'p1)xo=^aiXi-{-^iyi-h^iZi-hpiy 

^h Pii yif Pi étant des constantes dont les trois premières sont les 
coordonnées du centre a de la sphère sur laquelle reste le point M/. 
Remplaçons dans (22) xi^yi^ zi par leurs valeurs tirées de (19) et 
ordonnons par rapport aux constantes p/, pj, p^; il vient 

( p,S(aa7o)-+-p;S(a'j:o)-+- p?S(a'aro) 

(2i) \ 

I = S(a/Xo) -f- p|S(aa/) h- piS(a'a/) -f- p/S(a'fli/) -f-/>/. 

Cela posé, considérons un point quelconque M ayant pour 
coordonnées x, y^ z par rapport aux axes fixes et p, p', p^parrap-; 
port au trièdre mobile, de sorte que 

Ia? = a?o H- « p H- a'p' -+- a*'p*', 
y = roH- *P -^ ^'p'-H ^'p^ 
z = ^o-H cp 4- c*p* -^ c' p' 
et 

(25) Sa?* = R«-+- p*-f- p'«-f- p'*-!- 2pS(a.ro) -h 2p'S(a'aro) 4- 2p'S(a"'a:o). 

Entre les égalités (24), (26) et les douze qu'on déduira de (28) en 
donnant à i douze valeurs distinctes, on pourra éliminer les quinze 

inconnues a:©, J^o? ^0? ^î ^> <^> ^'> *') ^> ^"> ^'S ^'^j S(aaro), S(a'j?o)) 
S(a'':ro) qui y figurent au premier degré. Il en résultera une 
relation de la forme 

(26) ar*4-j^*H-^*— 2ja7 — 2 7)j^ — 2IJ.5-+- X = o, 

qui exprime que le point M reste sur une sphère si Mo et les 
douze points M/ restent sur des sphères. 



— 210 — 

7. Supposons p',' et p*' nuis; tout ce qui renferme les lettres a*, 
b"^ d' et S(rt"j:o) disparaît et il suffit de donner à / dans les for- 
mules (23) huit valeurs différenles pour avoir ce nouveau théorème : 
Si neuf points d'un plan décrivent des lignes sphériquesy il en 
est de même de tous les points de ce plan, 

8. Enfin si Ton supposait de plus o'- et p' nuls, on retomberait 
sur le théorème du n** 3. 

9. Les raisonnements précédents ne prouvent pas qu^on ne 
puisse pas se contenter d'assujettir moins de neuf points d'un 
plan ou moins de treize points d'un solide à décrire des lignes 
sphériques, tous les points du plan ou du solide décrivant en con- 
séquence des lignes sphériques. Soit, en effet, Mopp'p" le trièdre 
mobile. Dès qu'on aura assujetti cinq points de Mop et un point 
de Mop' à décrire des lignes sphériques le mouvement sera 
entièrement déterminé ; tous les autres points du système décriront 
des courbes déterminées et l'on n'a aucune indication sur le 
nombre de ces courbes qu'il faut assujettir à élre sphériques pour 
entraîner la sphéricité des autres. 11 y a cependant des pré- 
somptions : si Mqp' était indépendante de Mop» il faudrait bien 
asujettir cinq points de Mop à être sur des sphères, ce qui, avec les 
cinq points de M„p parmi lesquels on peut compter Mo, faitJ)ien 
neuf points. On ferait le même raisonnement pour les points 
de MqP^^ ce qui semble donner treize points pour la possibilité 
d'un mouvement satisfaisant d'une figure solide. 

10. D'ailleurs la possibilité même du mouvement reste à établir; 
c'est bien ce qu'a fait M. Bricard dans le Mémoire dont nous avons 
déjà parlé en montrant que si les centres des sphères sont assu- 
jettis à être dans deux plans rectangulaires, tandis que les points 
qui décrivent les lignes sphériques sont eux-mêmes dans deux 
plans rectangulaires, aucun point attaché aux deux plans mobiles 
ne peut décrire de ligne sphérfque en dehors de ceux situés dans 
ces plans. 

11. Cas particuliers, — Le nombre des conditions diminue si 
les centres ont certaines positions particulières. Sans parler du 
cas évident où toutes les sphères sont concentriques, nous citerons 



% 
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par exemple le cas signalé par M. Mannheîm des sphères ajanl 
leurs centres dans un même plan et où il suffit qu^une droite ait 
quatre points satisfaisants pour que tous ses points décrivent des 
lignes sphériques. 

Par analogie avec le raisonnement du n" 9, on peut prévoir que 
tous les points d'un plan resteront sur des sphères ayant leurs 
centres dans un même plan dès que sept points du plan mo~ 
bile jouissent de cette propriété. C'est ce qu'il est facile de vé- 
rifier. 

Prenons en effet pour plan fixe le plan des xy\ dans les équa- 
tions des pages 9 et 10, il faudra faire y/= o, et les seconds 
membres des équations (28 ) ne contiendront plus comme inconnues 
que ^07 JKo) ^> ^> ^'» ^S parce que p'/= o. Gomme de plus p"= o, 
il n'y aura en dehors des inconnues précédentes que S(a:ro), 
S{a' Xf^)elei\ï\nzQ(\\x\ ne figure que dans la troisième équation (24)> 
et dont par conséquent il n'y a pas à tenir compte. Pour pouvoir 
éliminer les huit inconnues, il n'y a donc à joindre à Téquation (26) 
et aux deux premières équations (24) que six équations (28). En 
d'autres termes, en comptant le point Mo, il suffit de supposer que 
sept points du plan mobile décrivent des lignes sphériques. La 
non-utilisation de la troisième é(|ualion (24) prouve que, dans 
l'équation (26), on aura 

c'est-à-dire que les centres des sphères sur lesquelles restent les 
points du plan mobile sont bien dans le plan fixe. 



NOTE DE GÉOMÉTRIE VECTORIELLE SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ; 

Par M. E. Genty. 

1. L'objet principal de cette Note est de montrer avec quelle 
simplicité les procédés de la géométrie vectorielle conduisent à 
l'équation diff^érentielle du troisième ordre dontdépend la recherche 
des familles de Lamé, c'est-à-dire des familles de surfaces qui 
peuvent faire partie d'un système triple orthogonal. Mais, avant 
d'aborder cette question, nous allons donner quelques indications 
sur certaines notations différentielles dont nous aurons à faire 
usage et sur les formules principales qui s'y rapportent. 
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Nous emploierons, dans ce qui va suivre, les noUlioDS de 
M. Gibbs, savoir : a, ^, y.. . élanl des vecteurs, a. P désignera Sa^, 
c^est-à-dire le produit projectif des vecteurs a et p, et ax ^ 
désignera Va^, c'est-à-dire le moment orienté de ces deux vec- 
teurs. On aura ainsi a, ^^ a x ^... désignant les longueurs ou 
modules des vecteurs a, p, a x ^..., 

a.p='â?cos(<x,P); 



a X p = a P sin (a,P). 

Enfin la notation a^y désignera Pun ou Tautre des trois scalaires 
égaux 

«•(Pxï)» P.(TXa), Y-(«xP)- 

2. Soit II une fonction scalaire de p et v.dç la différentielle de 
cette fraction. Pour rappeler l'origine du vecteur u, nous pose- 
rons 

et, par suite, 

du = dp Su, 

Si Ton remplace dans cette équation dp par dl\ X étant un 
orienteur quelconque, constant ou fonction de p, on aura 

du ^ _, 

c'est ce que nous appellerons dérivée de la fonction u prise sui- 
vant la direction X. 

3. Soit de même 9 un vecteur fonction de p; on aura 

d9 = çûfp, 

(fdp étant une fonction vectorielle linéaire de la différentielle 
dp qui, en général, n'est pas conjuguée à elle-même, et 

dv ^ 

-j-. = ©A 

dl 

sera la dérivée de 9 prise suivant la direction X. 

Si de plus a, 3 et Y sont trois orienteurs rectangulaires quel- 
conques, nous poserons 

Av = a X «pa -h P X f P -h Y X f Y == ^ (* X «pa) ; 
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On sait d'ailleurs que, si (o est un vecteur quelconque, oh à 

oo) — ç' eo — Aa X to, 

ç' désignant, comme d'usage, la conjuguée de la fonction cp, et 
que l'expression Do* est égale au coefficient M2 de l'équation sym- 
bolique 

<p' — Mtcp* -h Mi<p — M = o, 

à laquelle satisfait la fonction o. 

Dans le cas où o est une fonction conjuguée à elle-même, on a 

Aj = o. 

C'est ce qui a lieu lorsque, o* étant le V d'une fonction sca- 
laire w, l'expression o-.rfp est une difTérenlielle exacte. 

Dans le cas plus général où cette expression n'est pas une diffé- 
rentielle exacte, mais peut le devenir lorsqu'on la multiplie par 
un certain facteur, on a, ainsi que Ta démontré Hamillon, 

(i) <j.A<j = o; 

c'est la condition d'intégrabilité de l'équation 

4. Soit maintenant 

(2) rfçX=4»(X,rfp), 

\ étant un vecteur qu'on suppose constant dans la dérivation. 
<ï>(X,rfp) sera une fonction vectorielle linéaire tout à la fois par rap- 
port à X et par rapport à dp. Nous allons montrer que, dans cette 
fonction, X et rfp sont interchangeables, c'est-à-dire qu'on a 

Soient, en effet, d elo deux symboles de différentiation complète- 
ment indépendants. 

Si dans l'équation (2) nous remplaçons X par op, il vient 



Mais 
donc 



dr^ op = «^ (op, dp). 

d'^ op = d^p = di =z 00 dp ; 

^dp = «|> (^p, dp), 
xxxii. i4 
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ou, en remplaçant d^ par X, 

(3) a<pX = ci>(op,X),. 

et la proposition est démontrée. 

Comme conséquence, si ^\ est conjuguée à elle-même par rap- 
port à X, la fonction <I> (X, </p), qui jouit évidemment de la même 
propriété, est aussi conjuguée à elle-même par rapport à (fp. 

5. Voici quelques applications. 
Soit le vecteur ua] on aura . 

d (u9) = Vu.dpv -r- u':>dp; 

d'où 

A ( ita) = Va X a -h a Aœ , 

(4) D(u7) = Sa.Vita.j-f- u2(a.ïpa) = fj.Vu-h uDrs. 

Soit encore le scalaire (t.t. 
Si 

on aura 

ûf (j.t) = z,(f dp H- a.bdp = (o't -+- 6'j).ûfp; 

d'où 

Si Ton a identiquement 

j.x = o, 

c*esl-à*dire si 7 et t sont deux vecteurs rectangulaires, on aura 
aussi identiquement 

(5) <î>'xH-0'a = o. 

Considérons enfin le vecteur 9 x t. On aura 

et, par suite, 

A(ax':) = S[(xx («pax t)] — 2[x x (6x X ff)], 

D (ff X t) = Saçax — SaOsT. 
Or 

2[a X («pa XT)] = ÇT — DdT, 

£[« X (6a XdjJ = 6(x — Dra, 






1^30x9 = a.Ax. 




• 
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Donc on a 

(6) A(<txt) = ©t — 8ff — Dat -H Dw, 

(7) D (a X x) = Aj.t — At.ff. 

Dans le cas où t et t sont deux vecteurs rectangulaires, l'expres- 
sion de A (ex t) peut se mettre sous une autre forme qui nous 
sera très utile plus tard. 

On a, en effet, dans ce cas (5) 

©'t H- O'a = o; 
on peut donc écrire 

A (ff X x) = © — c?')t -h(6 — 0')<t — a^ — Dott -+- Dxff, 

OU 

(8) A (œ X t) = Aa X X -4- At X ff — - a6<j — Dorx •+• Dxff. 
On obtient de même la formule 

(9) A(a X t) = 2ç6 — Aor X X — Ax X ff — Dax -+- Dxa. 

6. Arrivons maintenant à la question que nous avons en vue et 
considérons les familles de surfaces qu'on obtient en égalant à des 
constantes trois fonctions scalaires données //, i/| et 112 de p. 
Soient d'ailleurs 

du = 'j,dp^ dui=i\ii.dp^ dui = Mf.dp^ 

et 

dit = <pc?p, d'Ji = çpi </p, <iuj = Oj Jp. 

Les fonctions op, cpi et ^ 2 d^ ^P seront conjuguées à elles-mêmes, 
de sorte qu'on aura 

(10) Av> = A'Ji = Aus = o. 

Ceci posé, si deux surfaces quelconques appartenant à deux 
familles différentes se coupent partout à angle droit, ou aura iden- 
tiquement 

(il) U|.'j* = o; u,.u = o et u.U| = o ; 

d'où 

•jj =i Uj X ^. 

L'équation 

•jî u dp «= o, 
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qui De diffère de 

que par un facteur scalaire, est donc intégrable, et Ton a, par 
suitCy 

ou 

U|.A (U| X u) = O. 

Mais la formule (8) devient ici 

A(uj X u) = ao'jj — D'jju -h D uu, , 
et inéquation qui précède se réduit à 

(12) «L^p^l = O. 

Sous celte forme, elle montre qu'au point p, U| et U3, qui sont 
des vecteurs situés dans le plan tangent de la surface de para- 
mètre u, sont deux directions conjuguées, et comme ces deux 
directions sont rectangulaires, ce sont celles des lignes de cour- 
bure de cette surface. 

On a donc la propriété suivante, qui est due, comme on sait, à 
Dupin : 

Les sur/aces appartenant à deux familles différentes d'un 
système triple orthogonal se coupent mutuellement suivant 
leurs lignes de courbure. 

7. Il en résulte qu'on obtiendra les conditions qui expriment 
qu\tne famille de surfaces fait partie d%in système triple ortho- 
gonal, en écrivant que les lignes de courbure des surfaces qui la 
constituent sont normales respectivement à deux familles de sur- 
faces, c'est-à-dire qu^on a, U| et u.j étant des vecteurs de modules 
quelconques tangents aux lignes de courbure, 

(i3) uj.AU| = o; uj.A'jj = o. 

H est facile de voir, d'ailleurs, que ces deux conditions se rédui- 
sent à une seule. 

Le vecteur U| ne diffère, en effet, de lij x *j que par un facteur 
scalaire, de sorte que la première condition (i3) peut être rem- 
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placée par la suivante : 

0|.A (otX y) = O. 

Or on a (8) 

et, en tenant compte de la relation (12), la condition qui précède 
devient 

'j'Ji Au 2 = o, 

ou 

•jj.A'jj = o. 

On est conduit ainsi à la proposition suivante, qui comprend et 
complète celle de Dupin : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles 
de surfaces se coupant à angle droit fassent partie d^un sys- 
tème triple orthogonal^ c^ est-à-dire pour qu^il existe une troi- 
sième faniillc de surfaces coupant les premières à angle droit, 
est que les signes d^ intersection de deux surfaces de familles 
différentes soient lignes de courbure pour les surfaces de Vune 
des deux familles. 

Ces lignes d'intersection ne peuvent pas d'ailleurs être lignes 
de courbure pour les surfaces de Tune des deux familles sans 
êlre aussi lignes de courbure pour les surfaces de l'autre famille. 

8. L'une ou l'autre des conditions (i3) nous conduirait, ainsi 
que nous le montrerons plus loin, à l'équation diflerentielle des 
familles de Lamé. Mais nous pouvons obtenir aussi cette équation 
par le procédé suivant, qui est plus simple et plus élégant. 

Reprenons la condition 

(i4) ^,.©02 = 0. 

Si M est le point où la normale au point p à la surface de para- 
mètre u rencontre la surface de paramètre // x rfw, les surfaces de 
paramètre Ux et U2 passeront en M et leurs normales en ce point 
devront être tangentes aux lignes de courbure de la surface de 
paramètre u-{-du. On obtiendra la condition pour qu'il en soit 
ainsi en prenant la dérivée de l'équation (i4) suivant le vecteur r, 
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ce qui donne 

OU, en tenant compte des identités 
et posant 

4> (ui,u ) = 4> (u, U| ) = Vi>t, 
(15) u,.(^' — 2©»)= o. 

Si maintcnanl on élimine 'J| el U2 entre les équations (1 1), (i4) 
et (i5), on aura une relation qui ne contiendra plus que la fonc- 
tion u fl ses dérivées jusqu'au 3* ordre; ce sera donc Téquation 
différentielle définissant les familles de surfaces qui peuvent faire 
partie d'un système triple orthogonal. 

Il sufHt d'ailleurs, pour faire cette élimination, d'écrire la con- 
dition bien connue qui exprime que le plan 

U.TiJ = o 

coupe les quadriques 

suivant deux coniques coaxiales. U vient ainsi 

u . |_v» T) — «pu X ( U-* — a O* ) i>J = o 



ou 



-% 



(16) 'j 'J.r^ — u<p'j^"u -i- '2 uo'jç* u = o, 

OÙ Ton a posé, a, jï et y étant trois orienteurs rectangulaires quel- 
conques, 

T^ = 2:[oa x(V — a?pî)a] = £(oax ^'a) = 2:(a x Wfa). 

La relation vectorielle 

exprime, ainsi qu'il est facile de le voir, que les deux fonctions 
conjuguées à elles-mêmes o et ^ ont les mêmes directions princi- 
pales. 

9. Dans le cas particulier où les directions principales a, p ety 
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de la fonction p sonl fixes, on a 



d'où 



çpX = fioc.Xa = 5jP.Ap X 5aY.XX, 
VX =u.V5,a.Xa-+-'j.V*iP.Xp-hu.V58Y-^Y- 



On a alors tj = o cl, si l'on pose 

a.u = a, p.'j = 6, 
Téqualion (i6) devient 



Y.u = c, 



\n) 



abc 






— -zs. 



I 


1 


*t 


Si 


u.Vsj— *| 


u.V^s— s| 



= o. 



Cherchons, par exemple, une solution de la forme 

u = X H- Y -4- Z, 

où X,Y et Z sont des fonctions de a.p, ^.p et y.p respectivement. 

On aura 

u = X'a -^ Y'p H- Z'y, 

d'où 

a = X', ^ = Y\ c = Z', 

*i = X , 5j = Y , 5i = Z , 

u.V*, = X'X^ j.Vi, = Y'Y"', u.Vsj = Z'Z*" 

et l'équation (17) devient 



X'Y'Z 



1 


l 


I 


X" 


Y* 


Z" 


'X"'-X'« 


Y'y* Y'J 


Z'Z''— Z'* 



= o» 



ce qui est conforme à un résultat obtenu par Bouquet. 



10. L'équalion (i5) peut évidemment se mettre sous la forme 



(18) 



fl^p . ( V — '1 ç*) 8p = o 



où (f et sont des symboles de dérivation relatifs à des déplace- 
ments suivant les lignes de courbure de la surface (u). Si d'ail- 
leurs nous désignons par p du la distance des surfaces de para- 



mètres u et ii X du, on aura 

I 

Si nous différenlions cette équation pour un déplacement rfp 
suivant une des lignes de courbure de la surface de paramètre w, 

il vient 

— dp = p* 'j.d'j = p'rfp.o'j = w.e/p, 

en posant 

w = pi tp'j ; 

et l'on aura 

(19) du} = '^dp =:p*(y -4-o«)€/p — 3;5»(pu.rfp<p'j; 

d'où 

(20) op.Trfp =p*8p.(ij; -h©*)€/p — 3/>*o'j.8po'j.op. 

Or les vecteurs u x orfo et u X © Sp sont respectivement paral- 
lèles à rfp et 00 : donc on a 

( 'J X <p fl?p ) . f 'J X © op ) = O, 

d'où 

u c/p.o*op = u.©c?p'j.o8p. 

En tenant compte de cette relation, Téquation (20) devient 

dp.^ùp =p*dp.{^ — 2©')8p, 

de sorte que Téquation (18) peut s'écrire sous la forme 

dp.'^dp = o, 

où la fonction ^ définie par l'équation (iç)) est conjuguée à elle- 
même. 

L'équation (16) d'une famille de Lamé peut donc elle-même 
être remplacée par la suivante : 



-î 



(ai) e.'j — ucp'jç'j = o, 

où 

6 2= r(ça X 4'a) = l(a X ij;ça). 

il. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que l'équa- 
tion de la famille de surfaces de paramétre u était résolue par rap- 
port à //. Considérons maintenant le cas où cette équation est de 
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la forme 

et De peut pas être résolue par rapport à u. 
Si nous différentions cette équation, il vient 

u.rfp -f- 'r-du = o, 

^ du 

et la quantité que nous avons désignée par/? aura pour valeur 

du 
p =- — • 

Il est évident d'ailleurs que tous les résultats du Paragraphe qui 
précède subsisteront en partant de cette valeur de p et en laissant u 
constant dans les dérivations. 

12. L'équation, (21) est vérifiée pour/? = constante, c'est-à-dire 
quand la famille de paramètre u est composée de surfaces paral- 
lèles. 

Toutes les solutions de Téquation 

-j 
(22) p — ap -hiA.p-h b, 

où les scalaires a et 6 et le vecteur X sont des fonctions de w, ap- 
partiennent également à l'équation (21) et feront par suite con- 
naître des familles de Lamé. 

On a, en effet, u restant constant, 

dp = 2 ( a p . rfp -h X . rfp ), 

d'où 

0) = 2(ap -\- X) 

et 

db) ^ ^dp = 2ad;t; 

en sorte que l'équation 

dp.^ùp = 

se réduit à 

rfp . op = o, 

et elle est toujours vérifiée par les directions rectangulaires rfp 
et op. 

Les familles de sphères et de plans rentrent dans ce cas par- 
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ticulicr et peuvent des lors faire partie d'un système triple ortho- 
gonal. 

En effet, une famille quelconque de sphères a une équation de 
la forme 



a et R étant des fonctions de //, et Ton a 



y = p — a, 'j = p — a = R, 

5 - 

R" 



a.(p — g) 

p — =^ ' 



à! étant la dérivée du vecteur a par rapport à e/; et cette équation 
est bien une forme particulière de Téquation (22). 

13. Nous allons enfin montrer comment on peut obtenir l'équa- 
tion (16) en exprimant que les lignes de courbure des surfaces de 
la famille considérée sont normales respectivement à deux familles 
de surfaces. Mais, auparavant, nous ferons quelques remarques 
sur Forienteur normal d'une surface et ses différentielles. 

li. Désignons par v l'orienteur de la normale, et soit 

On a, puisque v est un orienteur, 

V . rfv =0 

ou 

v.'Vrfp = «^p.^^'v = o; 

et, comme d^ est un vecteur quelconque, on a identiquement 

^/'v = o. 

On voit donc que la fonction if appliquée à un vecteur quel- 
conque Tamène dans le plan tangent et que Téquation vecto- 
rielle 

n'a que deux racines distinctes pour lesquelles i^xs est différent de 
zéro. 

Si £ et Ci sont les deux orienteurs qui satisfont à cette équation, 
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on aura 

S et Si étant les racines de l'équation ^ 

(aS) 5' — /Wis -f- mi = o. 

La fonction <{/ satisfait d'ailleurs à l'équation symbolique 

4^(4'*— ntf^ ■+- nii) = o, 

qui, pour un vecteur situé dans le plan tangent, se réduit à 

(9.4) ^*^' nif^ -{- mi = o. 

On voit immédiatement que e et ei satisfont également à l'équa- 
tion des lignes de courbure de la surface (u) 



V d't dp =i o ou "^^ ffp dp = o ; 

ce sont donc les orienleurs des lignes de courbure de la surface (ti) 
au point p. 

Les orienteurs v, s et Ci déterminent ainsi un système de trois 
directions rectangulaires. 

D'autre part, la relation 

se réduit, dans le cas actuel, à 

4^ = Av X V. 

L'équation >t>do = o étant d'ailleurs intégrable, on a 

V . Av = o 

et, par suite, 

Av as V X ^* 

Si donc on pose 

4;v = r)., Av = r|ji, 

X et [JL étant des orienteurs, on aura un second système d'orien- 
teurs rectangulaires X, [jl et v dont on aperçoit immédiatement la 
signification géométrique : v est l'orienteur de la tangente, X celui 
de la normale principale et \k celui delà binormale des trajectoires 
orthogonales de la famille de surfaces considérée, et /* est la cour- 
bure de la trajectoire qui passe au point p. 
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Si, de plus, /*| csl la lorsion de celle courbe, on aura 

-,- élant un sj^mbole de dérivation suivanl la normale à la sur- 
face II,, c*cst-à-dire suivanl la langente à la Irajecloire ortho- 
gonale. 
L'équation 

montre enfin qu'on a 

15. Revenons maintenant à la question que nous avons en vue. 
Nous avons montré précédemment que, si U| et rj^ sont des vec- 
teurs de modules quelconques langents aux lignes de courbure de 
la surface //, la condition qui exprime que les lignes de courbure de 
toutes les surfaces de la famille sont, pour chaque système, ortho- 
gonales à une famille de surfaces, est indifféremment 

'Ji.Ay| = o ou ut.Aui=o. 

Il est clair dès lors qu'on peut mettre celle conditicm sous la 
forme 

(9.ibis) •j|.A"Ji-+- uj.A'jj= o. 

Or on obtiendra deux vecteurs dirigés suivant les lignes de 
courbure de la surface v en opérant avec ^ — * el avec i — s^ sur 
un vecleur quelconque du plan tangenf; par exemple, sur le vec- 
teur |jL. L'équation (24 bis) peut donc s'écrire 

ou, en développant et remarquant que 5 -f- 5| =: m^ et ss^ = /?i|. 



(23) 



-h (m} [A — 2mi{JL — mi^{ji).A{i — jjuj^ii T/nj = o. 



Nous allons calculer séparément chacun des trois termes du pre- 
mier membre de celle équation. 

Posons 

^Av = Orfp el <l\i^yd^\ 
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nous aurons 

rf4;ix = T(|x, «?p)-+-4;X^P• 
0a aura donc, en employant, selon le cas, l'un ou l'autre des 
deux systèmes d'orienleurs rectangulaires que nous avons signalés 
dans le paragraphe qui précède, 

\^y. = 2[a X 4.(Hi, a)] -+- SX x 4^^^ = ^ ^ S(X x ^y(\). 

Mais, dans l'expression S(X x ^yX), nous pouvons négliger les 
termes a x '^yX et |jl x '^'/\i^j qui sont dirigés suivant la normale, 
ainsi qu'on le reconnaît en les projetant avec X et avec [x, et qui 
n'influent pas dès lors sur le résultat que nous avons en vue. 

On a donc 

ou enfin 

A^'fX = 6ji-+- TiV X ^j'^ -4-.. .. 

Le premier terme de l'équation (aS) peut donc s'écrire 

(2J/|x — m,[A).(0{ji-f-r,v x^^X), 

ou encore, en remarquant que 



/ni = Sv^'XiJ'jx = v^X^'fA, 
(2iJ/[jL — /?1|Jjl).6[x -h a/wiTi — /TtsriX.^X. 

Pour calculer le second terme de l'équation (23), nous allons 
chercher les composantes du vecteur A[jl suivant les directions X 
et |JL. 

On a 

X.Ajx = [xvAix=- jx.(x— /')v =- [x.^ -+- v./.fx = v.xix 



De même 



[X.AjA = X.(x-X)V = ^.5^-V.>rX = /-,~V.^ 



car (•} — (J^')[x=: Av X [x= 0. 
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Donc 

A{JL = — JX.^j'lJlX -f- Ti-H X.<j;fJl)|Jl -4-. . .. 

En tenant compte de cette expression de Ajx, le deuxième terme 
de Téqnation (a5) se ramène immédiatement à la forme 

Enfin le troisième terme de Féquation (23) est égal à 

dn ^^ 
En réunissant tous ces résultats, Téquation (26) devient 

(26) (2 4/jx— /itiji).0jx-4- ( /n| — !imiH- --7-Î \ X.<|/[JL = o. 

On peut simplifier l'écriture en remarquant que 

^^ V = V( V, fl?p ) -+- ^« é/p ; 
d'où 

Dd/v ±= Sa.V(v, «)•+- 2a.d^*a = m! — 2mi4- ~-y-? . 

a/i 

L'équation (26) peut donc s'écrire 

(27) (2 4'Hi — /Wijx).6jxH- D4'vX.^jx = o. 

On donnera une autre forme à cette équation en introduisant la 
fonction conjuguée 6' à l'aide de la relation 

où l'on a posé A(Av)= A^v. 

11 vient en effet, en tenant compte de cette relation, 



(2<]^fi — /nipi).6(iL = {i^\L — m%\L),^' \î. -h 2jA^|jiA«v 



= (24/|i — mj|i)9' jx -+- v(v X X)4/jJiA«v 
= (a^^jA — mifi)0> — 2(X.4;fi)(v.A«v). 
Or on a (n» 9) 

A*v = A(v X ^j'v) = 24r# — Av X ^v — A^v x v — Dv ^'V -h D^ v, 

d'où 

1 

v.A*v = Av -h D^'V. 
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On a donc enfin 

(i^lk-^ /njjx).Ov = {2^11 — /?î| jx).6'v — 2(av D<);v)X.4'Ja. 
En tenant compte de ce résultat, l'équation (27) devient 

(28) (^'l'ï^ — 'Wi[x)6'ji — (aAv DiJ;vjX.^|ji = o. 

On obtient enfin une dernière forme de l'équation cherchée en 
additionnant les équations (27) et (28), ce qui donne 



(2^\L — mj|i).(0 4- 0')[JL — 2 Av <};v.4'Av = o, 



OU 



— t 

(29) Av.(6 -+- 0')(2<lAv — /n)Av) — 2Av <];v.<j^Av = o. 

16. Il est intéressant de montrer que l'équation que nous ve- 
nons d'obtenir est identique à l'équation (16). 
On a 

dp = — p^'j.^dp, 
d^f = '^ dp = p{^dp — />*rfp.9'ju) r=z p(^dp — rfp.çvv), 

d'où 

^V=y5(9V — v.çvv), 

mi= Sa.4^x=/>(Ms — v.çv), 

en désignant par des lettres majuscules les invariants de la fonc- 
tion f , 

Av = V X ^'V = /?v X 9V = />*u X ^D 

et, par suite, 

v.Av = o, Av.çv = o 

et 



et enfin 



Av = /)* V X çv , 
<{/ Av = /? 9 Av 



<fp = cf Av = /?' ( 9 «?p X çj -4- y X 9' fl?p H- V) X U'* rfp ) — 3/?* dp . 9'j u x 9*^ 
z=p^(^dp X 9V -t- V X 9* cf p -f- v V cfp — 3 </p . 9VV X 9V ). 

Or l'équation (29) peut s'écrire 

(3o) Av.O^' Av -H 4^ Av.6 Av — /njAv.OAv — Av 4'V.'J'Av = o, 

et les formules qui précèdent permettent d'obtenir par des calculs 
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Irùs simples, pour les qiialrc Icrmes du premier membre de celle 
tM|uahon, les valeurs suivantes : 

Av.O^J/ Av ~/;*L^^-?'*' — ïMjV.çiv ~ M3 — Mi — Svx^/ ) Av.ç^v 

-T- Av . 'i T •^iv - - V . 'iv v'jvc *r V I, 

4* Av.O Av =/?^[(Mi — iXIiV-çp/ -4- v.9*v) Av.^*v -f- v.'i-v Av.^'v — Av.U'ç'v 

-h M 1 ( Av . ^V ^v — V . çv vçv V v)] , 

ni] Av.O Av =/>*(M| — v.çv) [(Mj— iv.çv) Av.çp*v -*- AvM''çv — v.'^v Av.VvJ, 



— î 



En réunissanl tous ces rcsullals, réf|ualîor) (3o) devient 



.' — J 



/o.\ y Av (9. Av.ç'v — Av^p'v) 

i -h/?*(v.9v AvçU-'v -+- Av.Wç'v — Av.oU'çv — v.^v Av Vçv) = o. 

Or on a 

v.'^v(Av.v^"v — Av.^F9v)-4- Av.Vç'v — Av.^M'^v 
= Av. ( Vç — 9T)'f/ — v.çv Av.(To — '^W)-/ 

= Av 7,^'é — Av T^v = [( Av X Tf) ) -H V ] .( çv X v ) 

— i 

= (Avxri).(vxAv) = r . V . 

P P 

Donc enfin Téqualion (3i) peul s'écrire 

/?v.T, — Av.Tv -h -y. Av.ç-v = o 

el, sous celle forme, on reconnail immédlalcment qu'elle esl iden- 
lique à Téqualion (i(3). 
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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS. 



UNE PROPRIÉTÉ GARACTÉRISTIQ1]£ DES FONCTIONS DE CLASSE 1; 

Par M. Hknui Lebesgle. 

. On sait que Ton appelle fonction de classe i loute fonclion 
discontinue qui est la limite d'une suite convergente de fonctions 
de classe 0, c'est-à-dire de fonctions continues. M. Baire (*) a fait 
connaître une propriété caractéristique de ces fonctions, nous la 
retrouverons plus loin comme conséquence de celle qui va nous 
occuper. 

J'ai dtîjà énoncé cctie propriété dans une Note récemment pa- 
rue (^) en me limitant aux fonctions d'une seule variable; la mé- 
thode que j'emploie ici s'applique dans tous les cas, mais, pour 
simplifier le langage, je raisonnerai toujours comme s'il n'y avait 
que deux variables x et^. 

I. — Pour rjuUi ne fonclion f soit de classe ou 1, il faut et 
il suffit que y quel que soit e > o, le domaine où f est définie 
puisse être considéré comme la somme d'aune infinité dénom- 
brable d'ensembles fermés sur chacun desquels f est continue 
à moins de s près; ou encore sur chacun desquels f est d* oscil- 
lation inférieure à e. 

Je précise d'abord le sens qu'il faut donner à ces deux énoncés 
cl je démontre leur équivalence. 

Par la somme d'ensembles composants j'entends l'ensemble 
des points ap|)artenant à l'un au moins des ensembles composants, 
que ces ensembles aient ou non des points communs. 

(') TIk'îsc Sur les fonctions de variables réelles {Annali di Matematica, 
i8c)9, et ce Ihdletin, t. WVIII). 

(') Démonstration d'un théorème de M. Baire, ÏS'oïc II des Leçons sur les 
fonctions de variables réelles et leur représentation par des séries de /folj'- 
nomes, de M. Kmilk Boukl; Paris, Gauthicr-VillurSt 190/1. 

Les questions dont je m'occupe ici sont traitées d'une manière diiïcrentc et 
comme cas particuliers dans un Mrnioire>>'//r les fonctions représentables ana- 
lytiifuement, cpii paraîtra procliainciiicnt ilans le Journal de Mathématiques 
de M. Jordan. 

XXXII. i5 
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/"sera dite continue, à moins de £ près, sur Tenscmble fermé E, 
s'il existe une fonction continue ç partout définie et telle que 
\f — « I soit toujours inférieure à e pour les points de E. Divisons 
le plan en carrés assez petits pour que, dans chacun d'eux, l'oscil- 
lation de o soit au plus égale à y^; il y a une infinité dénombrable 
de ces carrés. Soient C un des carrés et e l'ensemble des points 
de E intérieurs à C ou silués sur la frontière de C, e est un en- 
semble fermé et, sur e, l'oscillation de / est inférieure à e -|- y^ ; 
d*ailleurs E est la somme de l'infinité dénombrable des e. Si donc 
le domaine où f est définie est la somme d'une infinité dénom- 
brable d'ensembles lels que E, il est la somme d'une infinité dé- 
nombrable d'ensembles e et, si e est quelconque, e -{-''i est aussi 
pelit que l'on veut; cela montre l'identité des deux énoncés indi- 
qués. Je vais démontrer le second. 

Soit / la limite de la suite convergente de fonctions conti- 
nues/iy f-i, .... Divisons l'intervalle ( — oo, 4- oc) en une infinité 
dénombrable d'intervalles à l'aide des points de divisions 

distants deux à deux de moins de -* Le domaine où /est définie 

•2 «^ 

est la somme de l'infinité dénombrable des ensembles 

• E(mi</< /ii/-Hj), 

formés des points en lesquels est vérifiée l'inégalité écrite entre 
parenthèses. Dans chacun des ensembles E(mi<</'< ''I1+2) l'os- 
cillation de / est inférieure à e, il suffira donc de montrer qu'un 
tel ensemble est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles 
fermés pour avoir prouvé que la condition énoncée est néces- 
saire. 

Or E(/?î|«</<C'i+2) est la somme des ensembles E/,^p(/i dp 
entiers) pour lesquels on a, quel que soit q^p^, 

Par définition même E/,,^ est l'ensemble des points communs à 
la fois à tous les ensembles E(/??/H — =/ç=f^U^2 )» pour les- 
quels on a q^p; lous ces ensembles étant fermés, E,;^^cst fermé. 
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Pour démontrer que ia condition est suffisante, supposons 
qu'elle soit remplie parla fonction y. Alors le domaine où f est 
définie est la somme des ensembles fermés 

(S,) Ej, E}, EJ, ..., 

sur chacun desquels Tosciliation de f est inférieure à i. Ce do- 
maine est aussi la somme des ensembles fermés 

sur chacun desquels Toscillation de/ est inférieure à -• 

Remplaçons Cp par les ensembles Cp^^ formés des points com- 
muns à Cp et E' , ensembles qui ont Cp pour somme. 

En opérant ainsi sur chaque Cp et en rangeant les ensem- 
bles Cp^q dans un ordre quelconque nous remplacerons la suite 
des Cp par la suite des ensembles fermés 

(S,) EJ, El, EJ, .... 

En opérant d'une manière analogue, on fait correspondre à 
chaque entier m une suite d'ensembles fermés 



• • » 



(S„) Ef, Ef, E?, 

dont la somme est le domaine considéré, sMt' chacun desquels/ est 

continue à — près et qui sont tous contenus dans l'un au moins 

des ensembles de la suite correspondant à m — i. A chaque en- 
semble^ EÇ est attaché une constante KÇ qui diffère de /de moins 

de — sur E{!. 

Pour former le m*^™* terme /^ d'une suite de fonctions conti- 
nues tendant \çts/j je divise le plan des xy en carrés de côté — 

par des parallèles aux axes de coordonnées. Soit A le sommet d'un 
de ces carrés; les quatre carres aj'ant A pour sommet forment un 
carré a. SoitE/Je premier des ensembles de (S|) ayant des points 
contenus dans a, c'est-à-dire intérieurs à la frontière de a ou sur 
cette frontière. Soit E;^ le premier des ensembles de (Sa) qui est 
contenu dans E/^ et dont certains points sont contenus dansa; soit 
E' le premiej des ensembles de (S3) qui est contenu dans E?^ et 
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dont certains points sont dans a. En continuant on arrive à la dé- 
finition d'un ensemble K^] en A je prends /;„= Kj^. 

/;„ sera maintenant complètement déterminée par la condition 
d'être linéaire en :r et en ^ (c'esl-à dire d'être représentable par 
une expression de la forme Aa:y -\~Bx -{- Cy -f- D, où A, B, C, D 

sont des constantes) dans chacun des carrés de côté — con- 

sidérés. 

Il reste à vérifier que /m tend vers /. 

Soient M un point, Ei^ le premier ensemble de (S|) contenant M, 
EJ, le premier ensemble de (S2) contenu dans E^^ et contenant M, 
Ea, sera le premier des ensembles de (Ss) contenu dans EJ^ et con- 
tenant M, et ainsi de suite. Soit g un entier assez grand pour 

que M soit distant de plus de — ^ des points de l'ensemble fermé C 

somme des ensembles E], E*, . . ., Ei^_i, des ensembles EJ con- 
tenus dans E^^ et d'indice inférieur plus petit que «2, des en- 
sembles Ej[ contenus dans E^, et d'indice inférieur plus petit 
que as, etc., des ensembles Ej* contenus dans Ej"^^ et d'indice 
inférieur plus petit que cLm» Étudions maintenant /^(M) pour p-^q 
ti p>m. 

La définition dey;,(M) dépend, comme on l'a vu, de la considé- 
ration de certains carrés de côté -> savoir les carrés de la n»*»« di- 

vision du plan en carrés qui ont au moins un sommet en commun 
avec un carré de cette division contenant M. Tous ces carrés sont 

intérieurs au cercle de centre M et de rayon -^--^ 9 donc extérieurs 

à £, par suite aux sommets du ou des carrés contenant M. fp est 
égale à la constante K{! relative à un ensemble E^ contenu 
dans E;"^. 

Soit P un point de E(!, on a 

I Kf - KS« I < I K{?-/(P) I -4- 1 KS«^-/( P) I < -L H- _L < 1. 

Donc aux sommets du ou des carrés contenant M, fp dilT^re 
de KJ^ de — au plus et, par suite, il en est de même en M. De là 
nous tirons 

|/rM)-/;,(M) |S ly^M) - Ki-,1 + |/„(M ) _ Kï. I < 2 ; 
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et, puisque m est quelconque, il esl bien déaiontré que la suile 
àes/p converge vers/*. 

Le théorème précédent permet dans bien des cas, on le conçoit, 
de reconnaître qu'une fonction donnée est de classe 1 : je donnerai 
seulement trois exemples de son emploi. 

Soit / une fonction n'ayant qu'une infinité dénombrable de 
points de discontinuité. Soit E l'ensemble fermé dénombrable 
des points en lesquels l'oscillalion de y est au moins égale à e. 
E est la somme de l'infinité dénombrable de ses points, sur chacun 
desquelsy est d'oscillation nulle. Soit maintenant un point du com- 
plémentaire de E; il est intérieur à un carré dans lequel l'oscilla- 
tion de /est inférieure à e et le complémentaire de E est la somme 
d'une infinité dénombrable de tels carrés. Donc les. conditions du 
théorème I sont remplies;/ est de classe 1. 

Soit/ une fonction semi-continue supérieurement. M. Baire dé- 
signe ainsi une fonction /telle que, quel que soit P,/(P) soit au 
moins égal à la plus grande des limites de /(M), quand M tend 
vers P. De là résulte immédiatement que l'ensemble E(a^/) des 
points où /est au moins égale à a est fermé ; car si P est un point 
limite de cet ensemble la plus grande des limites de /(M), quand M 
tend vers P, est au moins a, donc/(P) est au moins égal à a. 

Ceci posé, je divise l'intervalle ( — oo, -+-00) en une infinité dé- 
nombrable d'intervalles partiels de longueur au plus égale à e. 
Soit (a, b) l'un d'eux; le domaine où/ est définie esl la somme 
de l'infinité dénombrable des ensembles tels que E(a^/<i), 
formé des points en lesquels est vérifiée l'inégalité enlre paren- 
thèses. Sur chacun de ces ensembles, Toscillation de /est au plus 
égale à e, or E(a^/'< b) s'obtient en retranchant de l'ensemble 
fermé E(a^/) les points de l'ensemble fermé E(6^/). 

E(a^/<; b) est, par suile, la somme de l'infinité dénombrable 
des ensembles fermés tels que E„. formé des points de E(a=/), 

distants de- au moins des points de E(6^/). D'après le théo- 

rème I, / est de la classe ou 1 ( * ). 

Pour appliquer le théorème I au cas précédent il a fullu démon- 



(*) Au sujet de CCS fonctions et de leur représentation, voir Baire, Thèse, p. 5 
à 13 et p. 6^, et ce Bulletin, t. XXVIII et XXXII. 
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Ircr que certains ensembles étaient sommes d'infinités dénombra- 
blés d'ensembles fermés ; c'est toujours à celte question que Ton 
peut ramener ra|)plication du théorème I. D'après la démonstra- 
tion de la première partie de ce théorème, en effet, si y est de la 
classe 1, E(a <C / <C b) est, quels que soient a et 6, somme d'une 
infinité dénombrable d'ensembles fermés; réciproquement, si cela 
a lieu, les ensembles E(mi<;/< /W/+2) de la démonstration étant 
sommes d'infinités dénombrables d'ensembles fermés, le do- 
maine où / est définie est, quel que soit e > o, la somme d'une 
infinité dénombrable d'ensembles fermés sur chacun desquels / 
est d'oscillation inférieure à s, c'est-à-dire que / est de classe 
ou 1. 

J'applique la méthode qui résulte de là pour démonlrer qu^une 
fonction /(:r, y) continue en x et en y est de classe ou 1 (*). 

Je considère Tensemble E(a <C/ <C b) comme la somme des 

ensembles E(aH <^f<ib j correspondant aux valeurs 

entières de/?. L'ensemble E(aH — </< b j est tel que, si M 

est un de ses points, il existe un segment (a, ^) contenant M, à 
son intérieur, parallèle à l'axe des x et dont tous les points, extré- 
mités non comprises, font partie de Tensemble. Considérons Ten- 

semble E,,^^ des points M de Ef a H <^/<6 j qui sont 

compris dans un segment (or, ^) tel que (a, M) et (^, M) soient 

tous deux de longueur supérieure à - (/i entier). Soient A un point 

limite de E,,^^ et M|, Mo, ... des points de E,,,^ tendant vers A. 
S'ils sont tous, à partir d'un certain indice, sur la parallèle à l'axe 
des X passant par A, y étant continue en x^ A fait évidemment 
partie de 

E(„-^i.</<*-i). 

Sinon les intervalles («1,^1), («2,^2) ... correspondant aun 
points M|, Mj, ... rencontrent tous, à partir d'un certain rangi, 
la parallèle à Taxe des y menée par A en des points y^-, y/^i, . .. 



(') J'ai déjà démoniré celte proposition d'une aulre manière dans le Bulletin 
des Sciences mathématiques de 1898. 
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qui teDdcnt vers A. Ces points y font partie de 

E(a+i</<6-l). 
donc, puisque /est continue en y, A fait partie de 

Ainsi, dans tous les cas, Tenserable fermé (E„,p+E',^ ), 
^n,p désignant le dérive de E,,^^, fait partie de E(a </< 6); ce 
dernier ensemble est la somme de Tinfinilé dénombrable des 
ensembles tels que (E„^p-\- E'„ ), le théorème est démontré. 

11 n'y a pas dans ce qui précède de procédé général et régulier 
pour reconnaître si une fonction est ou non de classe 1 ; un tel 
procédé est d'ailleurs impossible à donner si l'on ne suppose, sur 
les fonctions que l'on considère, rien d'autre que ceci : elles sont 
données. Cependant, comme on l'a vu par les exemples, à condi- 
tion d'employer des raisonnements différents suivant les cas, le 
théorème I peut être utile parce qu'il montre l'identité de deux 
problèmes; la solution de l'un de ces problèmes s'aperçoit parfois 
plus aisément que celle de l'autre. C'est un intérêt du même genre 
que présente la proposition suivante : 

II. Pour qu'un ensemble donné E puisse être considéré 
comme l'ensemble des points de discontinuité dhi ne fonction, 
il faut et il suffit qu'il soit la somme d'une infinité dénom- 
brable d^ ensembles fermés, 

La condition est nécessaire. L'ensemble des points de disconti- 
nuité de y est en effet la somme des ensembles fermés E,,, E,, étant 
formé des points en lesquels l'oscillation de /est au moins égale 

à-!. 

n 

La condition est suffisante. Soit E somme des ensembles fermés 

E|,E2, ....Pary je désigne une fonction nulle aux points ne 

faisant pas partie de E et qui, aux points de E, est définie comme 

il suit. Soit M un point de E/ ne faisant pas partie de 

si M est intérieur ù tout un domaine faisant partie de E/ on prendra 



n 
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en M y égale à - ou o suivant que toutes les coordonnées de M 

m 

seront rationnelles ou non; si M n'est pas intérieur à un tel 
domaine on prendra /*= -• On vérifie facilement que y est con- 

tinue pour tous les points ne faisant pas partie de E, et discon- 
tinue pour tous les points de E, Toscillation de / en un point 

de E|, n'appartenant pas à E| -f- Ej-t-. . .-|- E/_,, étant égale à -r- 

Celte proposition va nous permettre d'utiliser un résultat de 
M. Volterra. 

On sait que f est dite ponctuellement discontinue dans le 
domaine A si, dans tout domaine D intérieur ù A, il y a des points 
de continuité de/. Si cela est, dans tout domaine D on en peut 
trouver un autre D' dans lequel /* est d^oscillation inférieure à e 
choisi arbitrairement positif; cela est évident puisqu'il suffit de 
prendre D' assez petit et entourant un point de continuité. La 
réciproque est vraie, en effet, si, dans D, on peut trouver D| où 
l'oscillation de/* est inférieure à i, si, dansD|, on peut trouver Dj 
où l'oscillation de / est inférieure à ^, si, dans Dj, on peut 
trouver D3 où l'oscillation de f est inférieure à |, etc.; à Tinté- 
rieur de tous ces domaines on peut trouver un point M qui est 
intérieur à D, en M /* est continue. 

Supposons maintenant que nous ayons une infinité dénom- 
brable /i, /s, ... de fonctions ponctuellement discontinues dans A; 
alors on peut reprendre le raisonnement précédent en assujettis- 
sant Dp à être intérieur à D^_| et de plus tel que, dans Dp, lés 
oscillations de fsif^i ..., fp soient respectivement inférieures 

à — > __ » •••> I. Alors, au point M, intérieure tous les D^, 

toutes les fonctions fp sont continues. C'est la proposition de 
M. Volterra ('). 

Concluons de là, avtc M. Volterra, que si E et E| sont deux 
ensembles partout denses dans A, c'est-à-dire admettant l'un et 
l'autre A pour ensemble dérivé, et n'ayant aucun point commun, 
ils ne peuvent être Tun et l'autre ensemble de points de disconti- 



(*) En réalité M. Volterra {Giornale de Dattaglini, 1881) ne s'occupait que 
d'un nombre fini de fonctions; c'est M. Bairc, en utilisant la notion d^enscmble 
de première catégorie, qui s'est occupé du cas général. 



N 
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nulles pour deux fonctions f elji) car ces deux fondions seraient 
poncluellemenl discontinues dans A et n'y auraient cependant 
pas de point de continuité en commun. Par suite, si Fun de ces 
deux ensembles peut être obtenu comme ensemble E(a <[ f < ^) 
pour une fonction ^ de classe 1, il n'en est certainement pas de 
même pour l'autre. 

Considérons par exemple une fonction f et supposons qu'elle 
soit supérieure à o pour les valeurs irrationnelles de la variable x 
et pour celles-là seulement. Alors l'ensemble E(o </ <-!-<») 
est partout dense ainsi que son complémentaire; celui-ci est 
d'ailleurs la somme de l'infinité dénombrable des ensembles 
fermés définis chacun par une égalité de la forme x = constante 
rationnelle, par suite E(o <;/<;-f- oo) n'est pas la somme d'une 
infinité dénombrable d'ensembles fermés. / n'est donc ni de 
classe ni de classe 1. 

La proposition de M. Vol terra nous permet donc d'utiliser le 
théorème I pour démontrer que certaines fonctions ne sont pas de 
classe 1. Cette proposition est généralisable de plusieurs ma- 
nières; en utilisant ces généralisations, on reconnaîtra qu'il y a un 
rapport étroit entre le théorème de M. Volterra et la condition 
nécessaire pour qu'une fonction soit de classe 1 qu'a fait connaître 
M. Baire. 

Soit^une fonction de classe 1. Reprenons les nombres m,- qui 
ont servi pour la démonstration de la première partie de I. Le do- 
maine A où y est définie est la somme de l'infinité dénombrable 
des ensembles E(/n,<;/<; m/^j); d'ailleurs, on peut définir les 
fonctions oi de manière que l'ensemble des points de discon- 
tinuité de cp,- soit E(mi<C/<C nii^i)' Toutes ces fonctions ne 
peuvent être ponctuellement discontinues dans D, intérieur à A, 
sans quoi elles auraient un point de continuité en commun, point 
qui n'appartiendrait à aucun des E(/n,<;/< /^i/+2)« Cela revient 
à dire qu'il existe un certain domaine D', intérieur à D, et faisant 
tout entier partie de l'un des E(/?i|</<C w/^2)î en d'autres 
termes, dans D', / est d'oscillation inférieure à c. Puisque e est 
quelconque, on conclut de là que /est ponctuellement discontinue 
dans A. 

Pour aller plus loin, remarquons : 

1*^ Que la partie commune à un ensemble parfait C et à un en- 




— 238 — 

semble E, somme d'ensembles fermés E|,-E2, ..., ^^^ '^ somme des 
ensembles fermés parties communes à C d'une part et à E|, E3, . . . 
d'autre part ; 

2** Que le raisonnement du théorème II légèrement modifié 
prouve que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un en- 
semble E, formé de points d'un ensemble parfait C, soit Tensemble 
des points de discontinuité d'une fonction f définie seulement 
sur C est qu'il soit la somme d*une infinité dénombrable d'en- 
sembles fermés; 

3* Que le théorème de M. Vol terra peut être démontré pour 
les fonctions définies sur un ensemble parfait C et ponctuellemenl 
discontinues sur £, c'est-à-dire avant des points de continuité dans 
tout domaine contenant^ à son intérieur, des points de C. 

Dès lors, on peut, dans le raisonnement précédent, remplacer 
le domaine A par un ensemble parfait C contenu dans A et les en- 
sembles E(mi<i/<i ^1^2) par leurs parties communes avec C. 
On voit ainsi qu'w/t^ /onction de classe 1 est ponctuellement 
discontinue sur tout ensemble parfait. C'est la condition néces- 
saire donnée par M. Baire. 

La méthode, très détournée, qui nous y a conduits montre 
que, théoriquement du moins, la remarque de M. Volterra, jointe 
au théorème I, permet, tout aussi bien que l'énoncé de M. Baire, 
de reconnaître qu'une fonction donnée est déclasse 1. Mais cet 
énoncé est pratiquement plus simple à employer dans la plupart 
des cas à cause de l'habitude que nous avons d'étudier la conti- 
nuité ou la discontinuité d'une fonction en un point. 

On sait que la condition nécessaire de M. Baire est aussi suffi- 
sante en sorte que : 

III. Pour qu* une fonction soit de classe Q ou 1, il faut et il 
suffit qu'elle soit ponctuellement discontinue sur tout en- 
semble parfait. 

C'est ce que je vais démontrer. 

Il a été démontré que la condition est nécessaire, je vais dé- 
montrer qu'elle est suffisante, c'est-à-dire que, si / n'est pas de 
classe ou 1, il existe un ensemble parfait sur lequel /* est totale- 
ment discontinue. 

Puisque/ n'est pas de classe I, on peut trouver une valeur po- 
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silî ve e telle que le domaine A où y csl définie ne soit pas la somme 
d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés sur chacun des- 
quels y est d'oscillation inférieure à £. 

On peut alors distinguer entre les points de A. Les uns, les 
points a, ne peuvent être intérieurs à un domaine D, si petit 
qu'il soit, sans que D jouisse de la même propriété que A; les 
autres, les points b^ sont intérieurs à des domaines S assez petits 
pour être sommes d'infinités dénombrables d'ensembles fermés sur 
lesquels y est d'oscillation inférieure à e. 

Si M est un point by tous les points du 8 correspondant sont 
aussi des points b\ par suite, l'ensemble A des points a, s'il en 
existe, est fermé. Montrons que A existe. 

Si A ne contenait aucun point a, tous ces points étante seraient 
intérieurs à des 5; d'après un théorème de M. Borel, on doit con- 
clure de là que A serait la somme d'un nombre fini de 2 et, par 
suite, la somme de l'ensemble dénombrable des ensembles fermés, 
en lesquels se décomposaient ces o, et pour chacun desquels/ est 
d'oscillation inférieure à e; cela est contraire à l'h^^pothèse. 

Montrons même qu'il y a plus d'un point a. S'il n'y avait qu'un 
tel point, le point M, on déduirait du théorème de M. Borel que A, 
moins M, serait la somme d'une infinité dénombrable de S, donc 
aussi comme précédemment d'ensembles fermés où/ est d'oscilla- 
tion inférieure à e. Mais M est lui-même un ensemble fermé d'os- 
cillation inférieure à e pour f^ donc M ne serait pas un point a, 
mais un point b et Ton pourrait prendre A pour S correspondant. 

Concluons de là que l'ensemble A, qui existe certainement, ne 
contient aucun point isolé, car, si M était un tel point, à condition 
de prendre autour de M un domaine D assez petit, M serait le 
seul point a de D. 

Donc, V ensemble A est parfait. 

Je disque, sur A, rosciliation de/est, en tout point, au moins 
égale à e. Supposons, en eflet, qu'il n'en soit pas ainsi pour le 
point M de A. En prenant le Romaine D, contenant M, assez petit, 
/ sera d'oscillation inférieure à s sur l'ensemble parfait a, partie 
commune à D et A. 

L'ensemble des points de D ne faisant pas partie de a est la 
somme d'une infinité dénombrable de domaines, par exemple des 
carres dont les sommets ont des coordonnées rationnelles et qui 
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ne coDliennent pas de points de a. Chacun de ces carrés est la 
somme d'une infmité dénombrable d'ensembles fermés sur les- 
quels f est d'oscillation inférieure à e, donc il en est de même de 
leur somme. Et, si l'on ajoute a à ces ensembles, on voit que D 
est aussi la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés 
d'oscillation inférieure à e pour y. Ceci est impossible puisque D 
contient des points a, par %y\\\^ f est discontinue sur A en tout 
point de V ensemble parfait A. 

La démonstration qui précède (*) montre que le théorème I 
peut être utilement employé pour l'étude des fonctions déclasse 1. 
Voici deux théorèmes auxquels il conduit facilement : 

IV. Une série uniformément convergente de fonctions de 
classe ou l a pour somme une fonction de classe ou l. 

En effet, supposons que la somme f,t des n premiers termes 
diffère de sa limite f de moins de s; le domaine oii^est définie 
est la somme d'une infinité dénombrable d'ensembles fermés sur 
chacun desquels /„ est d'oscillation inférieure à e, puisque /« est 
de classe ou 1. Or, sur un tel ensemble fermé, /" est d'oscilla- 
tion 3 € au plus; donc /est de classe ou 1 (2). 

Ce théorème, qu'il est aisé de prouver directement, aurait pu 
nous servir à simplifier la démonstration de I. 

V. Pour qu'une fonction soit de classe l dans un domaine, 
il faut et il suj/ît qu'elle soit de classe ou l sur toutes les 
courbes du domaine et effectivem,ent de classe 1 sur l'une des 
courbes. 

On sait que, dans le cas de deux variables J7,j^, par exemple^ 
une courbe est définie par les équations 

(C) ^=/(0, r = ^(0, 

où y et ^ sont définies et continues dans un intervalle fini. Une 

(') Celle démonslralion ne diffère que par la forme de celle que j'ai donnée 
dans la Noie du Livre de iM. Borel; comme elle, elle n'ulilise pas la nolion de 
nombre Iransfini. Dans la Note du Livre de M. Borel, la preuve que la con- 
dition énoncée est nécessaire est exposée d'une manière beaucoup plus direcle 
et rapide. 

(') On voit que le raisonnement suppose seulement la convergence uniforme 
simple de la série considérée. 
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courbe peut remplir un domaine et il existe une infinité de courbes 
remplissant chacune lonl le domaine donné A quel qu'il soit. 

Si ^{^,y) est une fonction donnée, par convention, je dis 
qu'elle est de classe 1 ou sur la courbe définie plus haut si 

la fonction composée de ^ ^[/(O» /?(0] = ?(^) ^^^ ^® classe 
ou 1. 

Je suppose que la courbe C soit contenue dans le domaine A 
où $ est définie. Alors, à. tout point a de S correspond, par les 
formules de définition de C, un point A de A, à un point A de C 
correspond un point nu moins a de S. A un ensemble e de points 
de 8, nous faisons ainsi correspondre un ensemble E de points 
de A et à un ensemble E de points de C nous faisons correspondre 
^ l'ensemble e^ de tous les points de 8 correspondant à ceux de E. 
Je dis que, si e (ou E) sont fermés, E (ou ei) le sont aussi. 

Supposons e fermé et soit DJL un point limite de E. Soient M|, 
M3, . . . des points de E tendant vers D\L et soit m,* l'un des points 
correspondant à M/. Les mi ont au moins un point limite m 
dont le correspondant M est, puisque / et g sont continues, le 
point limite de M|, Ma, .... Les points M et DÏL coïncident donc, 
et, puisque m fait partie de e, D\L fait partie de E. 

Supposons E fermé et soit m un point limite des points /ti,, 
m2j ... de Cf. A ces points correspondent M et M|, M2, ••.;* 
d'ailleurs, M est évidemment point limite de M|, Ma, ..., donc 
fait partie de E, m fait partie de e. 

Si ^(Xj^) est de classe 0, il en est de même de f (f). Car 
si o(m) n'était pas la limite de cp(mi), m/ tendant vers m, 
4>(M) = cp(/?i) ne serait pas la limite de ^(M/) = q(/W|), bien 
que M| tende vers M; cela est impossible. Supposons maintenant 
que 4> soit telle que cp soit continne sur toute courbe G et choisis- 
sons pour C une courbe remplissant tout le domaine. Si ^ n'était 
pas continue, on pourrait trouver une suite de points M/ tendant 
vers un point limite M et de manière que 4>(M/) ait une limite 
déterminée différente de 4>(M). Soient E l'ensemble fermé formé 
des M| et de M, e^ l'ensemble correspondant, m un de ses points 
limites; m correspond à M. Ct étant fermé et cp continue, ^ est 
continue sur ei en m ; or cela est impossible puisque ç(m) = ^(M) 
et que o(mi) = ^{Mi) a une limite déterminée difiérente de ç(/w). 
Il y a là une contradiction qui montre que, pour qu'une fonction 




- 242 - 

soit conlinuc dans un domaine, il faut el il suffit qu*clle soit con- 
tinue sur toute courbe de ce domaine. 

Si ^{x^y) est de classe 1, A est la somme d'une infinité dé- 
nombrable d'ensembles fernoés E, sur chacun desquels 4> est d'os- 
cillation inférieure à e. A E correspondant l'ensemble fermé e^y 
o a sur <?| même oscillation que 4> sur E et 5 est la somme des e^ ; 
donc CD est de classe ou 1. 

Si, quelle que soit C, o est de classe ou 1, prenons pour C 
une courbe remplissant A et supposons que, sur C, o soit de 
classe 1 (le cas où o serait de classe a été étudié). Alors 8 est la 
somme d'ensembles fermés e en nombre fini ou dénombrable et 
sur chacun desquels cp est d'oscillation inférieure à e, A est alors 
la somme des ensembles fermés E correspondant aux e, donc ^ est 
de classe ou 1 et l'on sait déjà que $ ne peut être de classe 0. 

Cela démontre le théorème V; c'est ce théorème qui m'a per- 
mis, dans une Note des Comptes rendus de mars j 899, d'étendre 
au cas général le théorème III démontré tout d'abord par M. Baîre 
pour les fonctions d'une variable seulement. 




RÉSOLUTION D'UN PROBLÈME AUX LIMITES POUR LES ÉQUATIONS 

LINÉAIRES DU TYPE HYPERBOLIQUE; 

Par M. Hadamard. 

1. Soit l'équation linéaire aux dérivées partielles, à deux va- 
riables indépendantes 

( \ ^' ^ ^^ /, ^^ ^ _ 

dxùy dx ày " "^ ^ 

dont nous voulons déterminer une solution par des données aux 
limites relatives à une certaine ligne L. 

Celle-ci peut se comporter, par rapport aux caractéristiques, 
de trois façons différentes : 

I. Chacune des coordonnées x et y varie, sur L, toujours 
dans le même sens : autrement dit, L n'admet aucune tangente 
(sinon tangente d'inflexion ) parallèle aux axes, el, si elle présente 
un point anguleux A, les deux arcà AB, AC issus de ce point sont 
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silués dans deux angles opposés par le sommet formés par les 
caraclérisliques qui passent en A, 

Dans ce cas, les données propres à déterminer la solution sont 
celles de Caucliy, c'est-à-dire les valeurs de z et de ses dérivées 
premières; et la méthode par laquelle on calcule effectivement la 
solution ainsi déterminée est celle de Riemann. 

II. La ligne L présente un point anguleux A (ou un point pour 
lequel la tangente est parallèle a Tun des axes) tel que, des quatre 
angles formés par les caractéristiques qui passent en A, ceux qui 
contiennent les arcs AB, AC de L sont adjacents. 

Dans ce cas, on devra (*) choisir, a priori, les données de 
Cauchy sur Tun des arcs, AB par exemple, et la valeur de z seul 
sur Tautre arc. 

Le problème ainsi posé se ramène d'ailleurs (moyennant ce 
qu'on sait sur le cas I) à un autre, pour lequel M. Picard (^) a 
démontré l'existence de la solution, celui dans lequel on se donne 
les valeurs sur deux lignes, l'une caractéristique, l'autre quel- 
conque, se coupant à angle aigu. 

Pour résoudre l'cm ou l'autre de ces problèmes et calculer la 
\aleur de z en un point quelconque O, ainsi que nous l'avons fait 
dans un précédent article {^), il ne suffit plus de considérer la 
fonction u de Riemann. Celle qu'il convient d'introduire, et que 
nous avons appelée U dans l'article en question, coïncide avec u 
dans une partie du plan, mais en est distincte dans une autre, 
séparée de la première par une certaine caractéristique (*) dépen- 
dant du point O et suivant laquelle la discontinuité qui existe 
entre ces deux fonctions est proportionnelle à l'exponentielle 

, soit 

I bdx 

(2) U(0, M) = M — «pe*^P , 



/' 



P étant le point où la caractéristique en question coupe l'arc AC 



(') Voir un Mémoire précédent : Sur f intégrale résiduelle (ce Bulletin, 
t. XXVIII, 1900, p. 89 et suiv.). 
(') In Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. IV, Note 1. 
(') Sur un problème mixte aux dérivées partielles (ce Bulletin, t. XXI, iqoS). 
(*) PU, figure I de Farlicle qui vient d'être cite. 




- 244 - 

(et qui n'est d'ailleurs autre que celui où cet arc est coupé par la 
caractéristique de l'autre système issue du point O). 

U est défini par cetle condition et celle de s'annuler sur AP. 

III. Enfin, lorsque les deux arcs AB, AC sont situés dans un 
seul et même angle formé par les caraclérisliques issues de A, 
M. Goursat a montré (*) que la fonction ^est déterminée lorsqu'on 
donne des valeurs (sans aucune dérivée) sur AB et sur AC. 

Quoique la question n'offre plus le même intérêt que pour les 
problèmes I et II, en raison de la signification physique de ceux-ci, 
on est conduit à chercher, pour le problème ainsi posé, une solu- 
tion effective, par le moyen d'intégrales définies, analogue à celles 
qui sont acquises pour les précédents. 

2. Si le problème III n'a pas une origine physique, nous allons 
voir qu'il dérive néanmoins, comme cas limite, d'une catégorie de 
questions qui, au contraire, sont introduites naturellement par 
les applications. 

Nous avons d'ailleurs fait allusion à celle-ci incidemment (^), 
dans l'article cité : c'est celle à laquelle appartient le problème de 
la propagation de l'électricité dans un câble limité dans les deux 
sens. 

Il s'agit encore, dans ce cas, de déterminer une solution d^une 
équation de la forme (i). La ligne L présente, cette fois, la dispo- 
sition représentée par la figure i. Elle se compose de deux arcs 
^B, yC le long desquels le coefficient angulaire de la tangente 
garde un signe invariable, le même pour les deux (nous suppo- 
serons que ce signe est -+-), reliés par un troisième arc ^y constam- 
ment incliné en sens contraire (par conséquent avec ^ <o) qui 

les laisse tous deux d'un même côté. Autrement dit, elle offre deux 
points anguleux de l'espèce II. 

Les données sont celles de Cauchy sur ^v, les valeurs de z sur 
pB et yC. La fonction cherchée s'obtient par une combinaison 
des méthodes qui conviennent aux cas I et II. Menons, en effet, 



( * ) Comptes rendus, 8 juin i^o^; Annales Fac. de Toulouse, a* série, Tome VI, 
p. 117-144. 

(') Sur un problème mixte aux dérivées partielles, n" G, note. 
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par P el y les caraclérîstîqiies ^^i et y^i (dont le point d'intersec- 
tion sera désigné par /) jusqu'à rencontre en pi, yi avec yC, ^B 
respectivement {fig* i); puis, par p, et y,, les caractéristiques 



Fig. I 




?i ^2^ Yi Y:i 9"* coupent pB, yC en gai Y*? ^*' ^'"^* ^^ suite. Nous 
divisons ainsi l'aire S comprise entre nos trois arcs de courbe en 
une série de régions, les unes médianes, I, II, ... {^fig* 0> ^"^ 
sont des rectangles (sauf la première), les autres latérales, 1,2,...; 
1', 2', ..., qui sont des triangles mixtilignes limités chacun par 
deux segments de caractéristiques et un arc de ligne ^B ou yC. 

Dans la région I (triangle mixtiligne P«y), on est dans le cas l 
et ^ se détermine par la méthode de Riemann; moyennant quoi, 
on le calcule dans les régions i, 1' par la résolution du pro- 
blème Il(*); dans la région II, de nouveau par la méthode de Rie- 
mann (*); dans les régions *Xy u! par la résolution du problème II; 
et ainsi de suite. 

Les caractéristiques qui séparent les unes des autres nos diffé- 
rentes régions correspondent, physiquement, aux ondes et à leurs 
réflexions successives aux limites (limites représentées par les 
lignes pB, yC). 



(') Pour abréger le discours, nous ne distinguons pas entre le problème II el- 
le problème équivalent de M. Picard, auquel nous avons fait allusion tout à 
Pheure; ni, de même, entre le problème de Cauchy et la détermination de Tin- 
connue par SCS valeurs sur deux caractéristiques ( Darboux, Leçons sur la théorie 
des sur/aceSf t. II, n** 350), tous deux justiciables de la méthode de Riemann. De 
même encore, dans le problème actuel (problème III), l'arc '^y peut se réduire à 
un segment de caractéristique sur lequel z seul sera donné. 

XXXII. 16 
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3. Nous préscnlerons ce calcul sous une forme dinerenle, en 
parlant, non des cxlréniilés p el y, maïs du point quelconque O 
où nous nous proposons de calculer z. 

Par ce point menons les deux caractéristiques OP, OQ. En 
sup|u>sanl (comme il est représenté sur les figures i et r>.) : 



l'i^. 2. 




i" Que — est, comme nous l'avons déjà admis, toujours posi- 
tif-sur ^B ou sur ^'C; 

2" Que X ely vont tous deux en croissant de ^ en 6 et aussi de 
Y en C ; 

3" Que le point p a une abscisse plus petite et une ordonnée 
plus grande que le point v, ces deux caractéristiques devront être 
menées, l'une OP parallèlement à Taxe des x et dans le sens des x 
décix>issanls, l'autre OQ parallèlement à Taxe désuet dans le sens 
des^ décroissants : la première jusqu'en son point d'intersection P 
avec pB, la seconde jusqu'en son point d'intersection Q avec yC. 

De même, par le point P menons la caractéristique PP| paral- 
lèle à OQ jusqu'à sa rencontre en P| avec yC, et la caractéris- 
tique QQi parallèle à OP, jusqu'à sa rencontre en Qi avec pB, le 
point d'intersection de PP|, QQi étant désigné par 0|. Par les 
points P|, Qi, nous mènerons les caractéristiques PiP^, QiQsj 
qui se coupent en O2 et rencontrent en Po, Q2 les arcs j3B, yC, etc. 

Nous considérerons alors : 

i'* La fonction a de Riemann relative au point O (solution de 
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r^qualioii donnée par rapport au point O ol de ré(|uahon adjointe, 
par rapporta un second point M); 

2" La fonction f/,, également solution de l'équation adjointe 

I a H y 

qui est nulle sur ^P et égale, sur PP,, k u — tipC^ ** 

Cette double condition définit Ui dans Tespace compris entre 

l'arc pP, la droite I'P| et la parallèle ,3,3' à PP, menée par le 

point ^. 

3" La fonction Ti, solution de Féquation adjointe, qui est nulle 

sur vQ et égale à // • - n^e^ sur QQi . 

Cette double condition la dérinit dans Tespacc compris entre 
vQ, QQi et la parallèle ^V à QQi menée par y. 

4" La fonction n', = Ut 4- *'i — '/• 

Puis, de même, les fonctions Wj, V2 q"i se déduisent de n'i à 
l'aide des droites Pi P2, QiQ-i? comme Hi, v^ se déduisent de u à 
l'aide des droites PP|, QQi (ce qui définit 112 dans Taire comprise 
entre y'v, yP, et P| P2, i'a dans Taire comprise entre ^'P, pQi et 
Qi Q2), et la fonction a'2= «^2-1-^2 — <^'f 

Les fonctions «3, v^ se déduiront de 11-2 comme Wj, Ta de (Vi (à 
l'akle des caractéristiques P2P3, Q2Q3) et Ton aura 

W3= M3-H Tj— «•„ 

et ainsi de siùle. 

Enfin notre foncltoo U sera égale à u dans le rectangle OPOiQ, 
à Ui dans le triangle mixliUgne PO|Qi,à ^i dans le triangle QO|P|, 
à iVi dans le rectangle O^PiOaQi, à 11-2 dans le triangle PfOaQa^ 
à ('2 dans le triangle Q1O2P2, Oie 

On voit que U s'annule sur )«$ deux lignes fiB, vC et que, 
d'autre part, il est discontinu sur chacune des lignes P,P/^i, 

()/Q/4.i, la discontinuité étant proporticonelle à er pour celles 

qui sont parallèles à Taxe des ^, et à e*^ pour celles qui sont 
parallèles à Taxe des ^. La valeur de cette discontinuité ne subit 
d'ailleurs aucune variation brusque lorsque la ligne correspondante 
est traversée (en un point O/4.1) par une autre de système opposé. 
On voit aussi que les fonctions ^/ai+ij t'a* s'annulent sur [ÎB, les 
fonctions tf.^tj t'a/^, sur yC^. 
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4. Posons 



(3) 



M/— «'/«, = (— ly+i Oi, 



la fonction (Vo, qui intervient dans la définition de '^i , étant prise 
égale à u. 

Si, dans la relation que nous venons décrire, nous remplaçons 
<V|_| par sa valeur, elle devient 

et, comme {// et c^/_f sont tous deux nuls sur un même arc de ^B 
ou de yC (suivant la parité de e), on a, sur cet arc. 



(4) 



?/= ?i-i 



pendant que, sur la caractéristique P|_| P/, cp/ est proportionnel à 

fbJv Çady 

C^ ou à e*^ j le facteur de proportionnalité étant tel que la 
relation (4) soit vérifiée au point P|_|. 
De même, en posant 



(3') 



Vi— IV/_i =(— !)'-»-« <J//, 



on aura, sur un arc de ^B ou de yC, 



(i') 



^i=^i-U 



pendant que, sur Qi-i Qô '}< sera égal à une exponentielle de la 
forme précédemment indiquée ayant la valeur ^/.i au point Qi_|. 

Ces conditions définissent les fonctions ^i indépendamment 
des 'i|, et inversement. 

Comme on a, d^autre part, en vertu de la définition de (V/, 

la différence «7 — tr/_, est égale à ( — i)'"^*(?i-l- ^«), de sorte 
qu^on a 



•^i 



'h 



(5) 



a< = w H- 91 — OJ-+- 



•>i 



'^1 



m fi 
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en un mot 

(6) U(IVf, O) = U = M -i-Oi— ^î-i-...±: o/-h «j^i — <}^j4-...± ^^x-, 

où i et k (qui diffèrent entre eux au plus d'une unité) sont respec- 
tivement les nombres de lignes l^h-.\ Pa et Qa-i Qa qu'il faut traver- 
ser pour aller de O en M. 
On peut encore écrire 

(7) lî = « 4-* -f- T, 



où 



5. La fonction U ainsi définie est celle qui donne la solu- 
tion du problème précédemment posé. Il suffit d'appliquer à 
cette fonction et à la fonction z la formule fondamentale dans 
Taire OP^yQO. 

L*arc Py coupe toujours deux (exactement) des lignes P|P/+i, 
Q/Qi+i : soient I son point d'intersection avec un arc P|P|^.|, 
K son point d'intersection avec un arc QaQa+i {k étant égal à 
I — I , à i ou à £ 4- 1 ) ; on aura 

I k 

(9). ^ ^„(^o^(^,,,,),^^j^ "dT^'-r^j^ -^^^ 

où s désigne, comme dans l'article : Sur un problème mixte aux 
dérivées partielles^ Tare de contour et v la conormale à ce con- 
tour, définie comme dans l'article en question (*)• 

5 6/^. En substituant à l'arc ^V' comme limite de Taire d'inlé- 



(') Cette formule est relative à la disposiiion de figure admise dans le texte, 
c'est-à-dire suppose que OP est parallèle à Taxe des x et OQ à Taxe des y. Dans 
le cas contraire, il faudrait changer les signes de;» termes intégraux. 
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gration, deux caraclérisliqucs menées (clans le sens des x el des j' 
croissants, celle fois) par un second point O', on reconnaîtra, 
absolument comme nous Pavons fait pour le problème II, dans 
l'article cité (*), que notre fonction U ne change pas quand on 
permute les deux points dont elle dépend, en même temps que 
l'équation donnée avec son adjointe. 

U, considéré comme fonction du point O, satisfait donc à l'équa- 
tion donnée. Il a la forme Ui^ (V ou wi suivant que, considéré 
comme fonction de O', il avait la forme r/, /// ou «v. 

0. La situation de Tare ^y par rapport aux lignes de disconti- 
nuité de U est, de même, liée très simplement à la position du 
point O dans Tune ou l'autre des régions énumérées au n^ 2. Lies 
deux caractéristiques PiPi+i, QaQa+i rencontrées par ^y sont 
parallèles entre elles si O est dans une des régions latérales, per- 
pendiculaires s'il est dans une des régions médianes. 

Dans ce dernier cas, il est vrai (où A==/), deux dispositions 
sont possibles; l'arc ^y pouvant laisser le point O/^i en deçà (c'est- 
à-dire du même côté que O) ou au delà; et cette disposition 
dépend d'autre chose que des régions précédemment énumérées. 
Il pourrait sembler, au premier abord, qu'elle intervient d'une 
façon essentielle dans la solution, si Ton se bornait à définir U 
comme nous l'avons fait au n" 3. Les résultats du n" 1 et la for- 
mule (9) montrent qu'il n'en est rien, les ternies introduits res- 
pectivement par les deux séries de discontinuités étant totalement 
indépendants les uns des autres. 

7. De la solution qui vient d'être développée on passe très sim- 
plement à celle du problème de M. Goursat pour la figure formée 
par les deux arcs AB, AC, situés dans un même angle formé par 
les caractéristiques issues de A. 11 suffit de supposer que Ton 
prenne sur AB, AC respectivement deux points ^, y, qu'on les 
joigne par un chemin quelconque (incliné, par rapport aux carac- 
téristiques, comme nous l'avons supposé dans ce qui précède), 
, puis que cet arc ^y devienne infiniment petit, ses deux extrémités 
tendant simultanément vers le point A. Dans ces conditions, les 



( ' ) Sur un problême mixte aux dérivés />artielles, ii* 5. 




poiiils IV, Qf seront évidemment en nombre infini ainsi que les 
fondions '^/, 'li ri {es sommes qui figurent dans la formule (()) 
seront Iransforiuées en séries. 

8. Il reste à savoir comment les fonctions U, -«p/, i/ se compor- 
teront à la limite. Nous remonterons, pour cela, à la formation 
de ces fonctions par la méthode d^approximation employée par 
M. Picard pour résoudre le problème dont nous avons parlé plus 
haut. 

Eu appelant PP| etP^deux lignes, l'une caractéristique, Taulre 
quelconque (*), se coupant à angle aigu, et sur lesquelles on donne 
les valeurs de Tinconnue z (concordantes en P), cottr méthode 
consiste, on le sait, à déterminer tout d'abord, par ces données 

aux limites, une solution Zq de Téquation - — r- = o, c'est-à-dire 

une quantité de la forme X4- Y(oii X ne dépend que de x et Y 
de y). 

Supposons, comme nous l'avons fait, que PPf soit parallèle à 
l'axe des^ : alors Y sera la valeur donnée z au point m', projec- 
tion du point considéré M(Xjy) sur PP|. Quant à X, on l'ob- 
tiendra en menant par M une parallèle à PP|, jusqu'à rencontre 
en nii (Jig> 3) avec l*^, cl projetant à son tour le point mi en /«', 



FiK. 3. 




sur W\, X est alors la dillVrence (nulle en P) des valeurs de :; 
en //i| et m\. 



(') M. Picard prend, pour équation de P?, y = j:. La méthode est la même 
pour le cas de P^ quelconque, les deux cas be déduisant d'ailleurs Tun de l'autre 
par un changement de variable évident opéré sur x ou sur y. 




Zq élant ainsi défini, on aura 



UO) 






les intégrales doubles étant étendues au rectangle Mm^m'in^] 
puis 

(il) ^ = -^o^-"5|-^...^-^A•^-•..• 

LM^tégrale double 

étendue au rectangle Mm, m' m',, considérée comme fonclion des 
coordonnées x, y du point M, a les dérivées suivantes : 






n*K /^"l'i 



•^M *- /M, 



en désignant par p le coefficient angulaire -^ de la tangente à la 

ligne P^ au point m^. 

Nous supposerons que ce coefficient p est inférieur en valeur 
absolue à un nombre fixe K (*). Cette condition est vérifiée pour 
pour nos deux lignes AB et AC si, ajant une courbure déterminée, 
elles ne sont tangentes en A à aucune des caractéristiques issues 
de ce point. Nous ferons donc, dans ce qui suit, cette hypothèse 
restrictive. 

Soient, dans ces conditions, M le maximum du module de z^\ 
M| celui de la dérivée X'; M2 celui de la dérivée Y'; H celui des 
coefficients de Féquation; \ •=. Mm' et tj = M/Wi les deux dimen- 



(*) Le calcul actuel subsiste donc pour Jexas où I9 ligne P^ -est Docniale à 
FPp mais non pour celui où elle lui est tangente. 
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sions (Ju rectangle d'iiilcgratîon, dans les formules (lo). On aura 



dZi 
dx 



<JH(M4-Mi-hM,), 



<(/?5-+-ïj)H(M + M, + M,), 



^.1 <(/>Ç + $,i)H(M-i-M|4-M0. 



Celte dernière valeur est d'ailleurs, avec la précédente, dans un 
rapport que Ton peut limiter a priori, connaissant des limites 
supérieures de Ç et de r,, et qui est même aussi petit qu'on le veut 
si ces limites sont suffisamment petites. On peut donc en faire 

abstraction pour majorer l'expression ct-p- -\- b-p 4-c5|, sous 

condition d'augmenter convenablement H. 

De la limitation ainsi obtenue pour a-r-' 4-6-~-f-C3|, on 

déduit par intégration de o à i par rapport à Ç, ou de o à y^ par 
rapport à 7|, des limites supérieures pour z^ et ses dérivées pre- 
mières; en poursuivant ce calcul, on voit sans difficulté que Zp et 
ses dérivées sont inférieurs à la quantité 

H| ne dépendant que des coefficients de Téquation et de la quan- 
tité désignée précédemment par K (autrement dit, de la forme de 
la ligne P^). 

z — z^ et ses dérivées premières sont donc inférieurs à 
(M + M,-f-M2)[e""^"^^' — i], ou (du moment qu'on a limité \ 
et Ti) à 

(12) Hî(M4-Mi-f-M,)(?-4-r,), 

lis ne dépendant que des coefficients de l'équation, de la quan- 
tité K et des limites supérieures de \y r^. 

9. Nous ne nous servirons toutefois de cette première évalua- 
tion que pour l'appliquer à la fonction U qui figure dans l'article 
cité : Sur un problème mixte aux dérivées partielles (autre- 
ment dit à celle que nous appelons U\ ou k\ dans notre nota- 
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lion acUielle). Celle ionclion élanl définie par ses valeurs sur 
l'arc de courbe el celles qu'elle prend sur un segmenl de caraclé- 
rlslique (valeurs donl les premières sont nulles el les secondes 
iinmédiatemenl liées à la fonction de Riemann), nous voyons, par 
ce qui précède, que l'on connaît des limites supérieures de U el 
de ses dérivées premières par rapport aux coordonnées du point M, 
si Ton a limité les coordonnées des deux points et le coefficient 
angulaire de la tangente à la ligne Pjî. Des calculs tout .semblables 
étendraient cette conclusion aux dérivées d'ordre supérieur. 

D'autre part, nous verrons plus loin qu'elle subsiste également 
lorsqu'on diflférentie, non seulement par rapport aux coordonnées 
du point M, mais aussi par rapport à celles du point O. 

Ces résultats relatifs à la fonction U nous permettent d'assigner, 
à la fonction z que nous avons considérée au numéro précédent, 
une limite supérieure plus avantageuse que la première. Il suflil 
pour cela partir de la formule (*) 

J '*''••• 

qui peut s'écrire 

Uni' — Mm, <?• '"t / 

Les quantités u„,^ — i, //,«• — u,„^e '"» ^ -r «U, ^ ont 

toutes des limites supérieures de la forme HsT^ (où H3 est limité de la 
même façon que H| et H2). Cela résulte, pour les deux premières, 
de la forme de la fonction de Riemann; pour les deux dernières 
(moyennant les limitations obtenues au numéro précédent) de ce 
que les valeurs (^) de U sont nulles sur P/W| et proportionnelles à r^ 



( ' ) Sur un problème mixte aux dérivées partielles, u" 4. 
(») tbid., n- 1. 
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siir///| m\. Si Ton remarque que z„t — 5/,,; est le produit de r, par 
une valeur de -^ sur PP|, on peut écrire 

( • 4 ) I -M - -m. i < n4T,( I Z^^ I -h M ) 

OU 

(14') |-m| <(i4-lUTi)|;:,„J-4-ll;T,M, 

H4 élanl une quanlilé analogue à 1I|, Ilo, H3 ; M, une limite supé- 
rieure des modules de z et de sa dérivée sur PPi ; //r.ï '^^zt des 
points de Tare P/?î|. 

La formule (i3) fournit également des limites supérieures des 
dérivées de^, savoir : 

âz 

Pour ~9 une combinaison linéaire à coefficients finis de M cl du 
maximum de |3| sur P/;i| ; 

Pour — > une combinaison des mêmes quantités cl de Ja dérivée 

-^ prise en ///| suivant la courbe I^//ij. On a 






où la dérivée -^* est prise le long de la ligne Pmi, m^ étanl un 
point de cette ligne; H5, Hq des nombres finis. 

10. Cela posé, revenons aux fonctions Oi et •}/. Nous pouvons 
en indiquer immédiatement les valeurs sur les lignes de disconti- 
nuité correspondantes. On a, évidemment, sur une ligne P/Pi+i, 

^p ^, ^, 

(16) »/ = -/» •' ••■ 

Il est clair que la série des intégrales est absolument conver- 
gente si les coefficients restent finis. Donc les valeurs considérées 
des 0| tendent vers une limite \ diflerenle de zéro, et même la 

série \][©/^i (Pi.,. 1) — ?«(P/)] converge absolument. 

(^cci nous permet, tout d*abord, de voir ce (pie devient, lorsque / 
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augmcnlc indélinimcnl, la somme 



qui figure dans la formule (9) el peut s'écrire sous l'une ou Taulre 
des deux formes équivalentes 

(17) ^{'-'^y'-^'{^h^)n = ^i-^)''^'i'^h^i^)f^K' 



Pour i=z co, on a une série, laquelle est divergente, puisque le 
terme général ne tend pas vers zéro. Mais, en groupant les termes 
deux à deux, on obtient au contraire les deux séries 

(,8) — [(-?o)p — (-soOp.J-KsçOp,— (-?3)p,]— ..., 

(18') — (-<P0>-H[(«O|)p, — (>»0t)p,]H-[(50,)p,-(5©v)pJ 

qui sont toutes deux convergentes. Du moins, il en est ainsi si les 
valeurs de z sur chacun des deux arcs donnés tendent, lorsqu'on 
s'approche du sommet de Tangle, vers une même limite Zj^^ et cela 

de manière que la série ^(>gp.^^ — -^p) soit absolument conver- 
gente. 

Dans ces conditions, en un mot, la série (17) a deux sommes, 
suivant qu'on s'arrête à un terme de rang pair ou à un terme de 
rang impair. 

La diiTércncc de ces deux sommes étant X^j^, la quantité 

é 

(«9) '^{^^h^)vk'^^(-'iY(^M^)i 



qni figure dans la formule (9), tend vers une limite parfaitement 
déterminée, à savoir la mojrennedes deux sommes en question (*). 
Cette limite [somme généralisée de la série (17) au sens de Leibniz- 
Borel] sera désignée par S. 



(^ ) Nous admettoos ici, comme nous serons conduits à le faire plus loin, queJes 
valeurs de s tendent vers ^a lorsqu'on s'approche de A d'une maniéré quelconque 
à l'intérieur de Tangle BAC. 
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De même les quantités 'ii(Qt) tendront vers une limite (*) [a, 
et la quantité 

k 


vers une limite S'. 

11. Les valeurs (16) d'une fonction quelconque 0/ jouent, 
dans sa détermination, le rôle de la fonction que nous appelions 
tout à l'heure Y : il est donc certain que cette fonction et sa dé- 
rivée ont une limite supérieure indépendante de /. 

Nous allons montrer que les valeurs des | oi\ (mais non, cette 
fois, de leurs dérivées) sur les arcs AP, AQ, et, par conséquent, 
aussi dans toute la région qui nous intéresse, sont aussi infé- 
rieures à un nombre fixe. 

Appelons, pour abréger, conséquent d'un point de l'arc AB, le 
point de l'arc AC qui a même abscisse, et conséquent d'un point 
de l'arc AC, le point de AB qui a même ordonnée, le premier 
point étant, dans l'un et l'autre cas, appelé l^ antécédent du se- 
cond. L'antécédent et le conséquent occupent, l'un par rapport à 
l'autre, la situation des points m% et M, considérés au n'9; c'est, 
en particulier, l'antécédent de M qui joue le rôle du point nix 
lorsqu'on calcule une fonction ^1 en M à l'aide des fonctions pré- 
cédentes par la formule (i3). Le segment désigné, au n® 9, par r^ 
est parallèle tantôt à l'axe des x (si le point M est sur AB), tantôt 
à l'axe des j^ (si M est sur AC). 

Cela posé, la valeur d'une fonction ^21 (par exemple) en un 
point IVl de l'arc AP est liée, par l'inégalité (14')* ^ '^ valeur de 
cette même fonction, ou, ce qui revient au même, de Oai.i en uu 
point /?i3 de AQ plus éloigné de A que l'antécédent de M. Cette 
dernière valeur est liée d'une manière analogue à la valeur de O21-2 
en un point de AP plus éloigné de A que l'antécédent de /W3, le 



(') Cette limite est égale à la précédente lorsque réquation esta invariants 
égaux. Alors, en cATct, b dx -i- a dy est une difTérentielIc exacte, et l'on a 



.A 

I h tt.V -f- ft f/V 

= Il ^ - g^ *> 



^ 
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nouveau segment •/; élant, celte fois, celui qui joint ni^ à son anté« 
cèdent, et ainsi de suite. 

Il est claii- que les différents segments t; forment une série con- 
vergente, dont la somme est toujours inférieure à la somme t des 
deux coordonnées du point O, rapportées aux axes pp'j -jV. Ih 
en résulte sans difficulté (*) que les ç/ sont Jifiis, comme nous 
l'avions annoncé. 

12. On peut même aller plus loin. Considérons les conséquents 
successifs d'un point quelconque M^ de AB ou de AC et la valeur 
que prend, au £*'"** de ces conséquents, la fonction 0|. On a ainsi, 
en faisant varier i, une série de quantités qui tendent vers une 
f imite /. C'est ce qu'on voit immédiatement en partant non plus 
de l'inégalité (i4')î mais de l'inégalité (i4)i le second membre de 
cette inégalité étant le terme général d'une série convergente. I^ 
différence entre / et le terme initial Oo(^Io) est au plus de l'ordre 
de la somme de cette série, c'est-à-dire de ili^^Jf^fi^^ ;)IL éUnlle 
maximum des | o/ 1 et <Jq la somme des deux coordonnées de M^. 

Mais, quoique les conséquents successifs tendent toujours vers 
le point A, la limite l est variable avec le point Mo. En effel, 
lorsque M© coïncide avec P, / est donné par la formule (i6); et, 
d'autre part, lorsque M© tend vers A, / tend vers — Uj^ [puisqu^il 
en est ainsi pour cpo(Mo) et que o-o tend vers zéro]. Or ces deux 
valeurs de / sont évidemment différentes en général. 

13. Passons aux dérivées premières des »/. Ces dérivées sont 
de deux sortes. Nous appellerons dérivées parallèles les dérivées 
des ©21 par rapport à x, ou des Oji+i par rapporta j^, qui jouent le 
rôle de ce qui était, au n" 9, une dérivée par rapport à y] dérivées 
perpendiculaii^es y les dérivées des ©a/ par rapport à j/*, ou des 
O21+1 par rapport à x. 

Les dérivées parallèles restent finies^ en vertu de l'évaluation 

obtenue au n** 9 pour -^« 

( * ) En eiïel, soit fl, le produit des 1 premières valeurs de i + H^r,. Ce produit 
est toujours inférieur à e^tP . Il en résulte [en divisant l'inégalité (i|) par H,] 
que 'fi est inférieur à 






^^ 
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Il ne satirâil évidenimcnl en être de même pour les dérivées per- 
pendiculaires, d'après ce que nous venons de Irouver au n" 12. 

On peut, d^ailleurs, vérifier direclemenl que ces dérivées 
augmenlenl indéfiniment. Partons, par exemple, de Féquation 

à* z 

^ = V, en supposant que AB et AC soient deux droites, de. 

coefficients angulaires a ;> i el a'= -• Les o/ successifs sont tous 

égaux à I sur les segments correspondants de la ligne brisée 
OPPi Pj..., et leurs dérivées parallèles sont nulles dans les mêmes 

conditions. Soient /?oî 7i les dérivées perpendiculaires ^ et r^-au 
point P; /?!, ^2 les dérivées ;/ ' ^ ^" point Pi ; etc. On a 



/>, = a/?o-4- PP|, 



pt=0Lpi-^\\Vt, 



en général : 



d'où 









avec 



„ pli 

A'=5^^\ k=A-i-0\\ 
a* — I 

Pi croît donc indéfiniment comme a'. 

Nous pouvons, par contre, limiter la croissance de ces dérivées 
perpendiculaires a Taide de Tinégalité (i5) (n°9). Supposons que 
les deux lignes données AB et AC ne soient pas tangentes entre 
elles, de sorte que leurs coefficients angulaires soient a et ol <^a. 
L'inégalité en cpiestion montre (*) (|ue le maximum de la dérivée 

perpendiculaire de o/ croît au plus comme (1/-7 ) • 



(^ ) Le nombre par lequel il faut multiplier la dc^rivée perpendiculaire de 9, en 
un point pour obtenir [abstraction faite d'un terme additif provenant des termes 
Ilj«/;r,+ n,;M qui figurent dans la formule ( i3)] celle de o-_^^ au deuxième cun- 



é 
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Des rvalualions ainsi failes sur les es/ résnltcnl celles qui con- 
ceroenl U, savoir : 

I** U croît au plus comme l'indice /; 

Puis, en supposant toujours que nos deux lignes ont des tangentes 
distinctes : 

2" Les dérivées premirres de U croissent au plus comme 



(i/i) 



(20) f Vz(bdx --adjr)dzl{V dz^zdiJ), 



Considérons un segment de caractéristique tracé entre AB et AG. 
S'il' est compris dans la région d'existence de co/, sa longueur est 

i 

au plus de l'ordre de( — j • Donc la variation totale (Jordan, 
Cours d Analyse) de U le long de ce segment est Ji nie, 

14. Dans ces conditions, nous sommes en mesure de passer à la 

limite dans la formule (9). Nous prendrons à cet elTet, pour ^y, un 

segment de caractéristique, de sorte que Tintégi^ale suivant ^y peut 

s'écrire ( * ) 

T 

le signe 4- devant être pris si j^y est parallèle à l'axe x, le signe — 
dans le cas contraire. Le terme d=~U ^2 sera intégré par parties, 
ce qui donnera un terme tout intégré 



a' 
séquent de ce point peut être un peu plus grand que — en raison : i" du facteur 

eiponentiel e/*^/; a* de la courbure des lignes données. Mais il est aisé de 
voir que les facteurs supplémentaires qu^il serait nécessaire d'introduire pour 
tenir compte de cette circonstance donnent un produit convergent, si AB et AC 
ont une courbure finieietmème si ces lignes ont en A une singularité algébrique. 
U suffit même (on s'en convainc aisément), pour que le produit du maximum de 
la dérivée perpendiculaire de 7^ par le segment P^ V^^^ reste fini, que la cour- 
bure de chacune des lignes AB, AC garde un sens invariable au voisinage de A; 
plus généralement, encore, que le coefficient angulaire de la tangente soit à 
variation bornée. 
(') La conormale v est définie, rappelons-le, par les relations 

dx __ dx dy __ dy 

d^ ~ dt^ rfv "" tU ' 



^^ 
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(puisque U est nul aux extrémités ), terme qui viendrait doubler 
le terme semblable de la formule (9), et un terme intégral 

(i\') f \}z{bdx'-ady)^izd\}. 

Nous imposerons à la fonction inconnue z la condition d'être 
parfaitement continue au voisinage de A, de sorte que 
5 = VA + e, ou e est infiniment petit. Alors dans Tintegrale (21'), 
la partie provenant de e tend vers zéro, puisque la variation totale 

de U est finie. Le reste de l'intégrale se réduil -d iç. z^ 1 du. Il 

change donc le signe des termes (21). (Tout se passe, en somme, 
comme si nous avions intégré par parties, non le terme \J dz, mais 
le terme zdU^ sauf que le détour employé nous dispense de faire 
des hypothèses sur l'ordre de grandeur des dérivées dez.) 

On voit donc que, si l'équation (i) admet une solution z satis- 
faisant aux conditions aux limites données et continue en A, cette 
solution est forcément donnée par la formule 



(19.) 







k 



i'=o P • ; 



les termes ( — 0' (?'+* ^)i"^ ( — î )*(^*+«^)k ^janl disparu comme 
nous venons de le voir. 

lo. Il y a lieu de se demander si la restriction que nous venons 
d'imposer à :; n'est pas purement artificielle. H n'en est rien : cette 
restriction (ou, du moins, une restriction de cette espèce) est im- 
posée par la nature des choses. On pourrait rechercher des 
fonctions z satisfaisant à notre équation et tendant (quoique non 
uniformément au voisinage de A) vers les valeurs données lorsqu'on 
s'approcherait d'un point quelconque de AB ou de AC; mais le 
problème ainsi posé est tout à fait indéterminé. 

Il suffit en effet, pour obtenir une telle solution :;, de la déter- 
miner par les valeurs données sur AB, AC et par des données de 
Cauchy arbitraires sur une ligne BC reliant les arcs donnés : c'est 
xxxii. 17 
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le problème posé au n° 2 et résolu aux n"* 2-6, Tare BC jouant, 
cetle fois, le rôle de Py. 

On peut, d'ailleurs, imposer à ^ la condilion d^élre continu 
(ailleurs qu'en A) ainsi que ses dérivées jusqu'à un ordre déter- 
miné quelconque, pourvu que des conditions de continuité cor- 
respondantes (supposées vérifiées sur AB et sur AC) soient aussi 
imposées en B, en C et le long de l'arc BC. 

16. Si le second membre de la formule (22) ne tend pas vers une 
limite déterminée, le problème est impossible. 

Nous allons voir que la limite existera si les maxima de\z — Zx\ 
sur les arcs P| Qi+i, Q/ P|+i forment deux séries convergentes. C'est 
ce qui arrivera, en particulier (puisque, dans nos hypothèses, les 
segments AP|, AQ,- décroissent en progression géométrique) si les 
valeurs données vérifient la condition de Lipschilz ou même la con- 
dition moins restrictive 

(a3) |^m-^a|<ÂM^ (P>o). 

Pour établir la conclusion que nous venons d'énoncer, nous 
aurons à étudier les intégrales 



r^ dV . r^ dV . 



U étant donné par la relation (7), nous pouvons, par exemple, 
nous borner à l'étude de 



X d-* 



Posons 

* = *' — *', 

^ désignant [dans le second membre de la première formule (8)] 
la somme des termes pris avec le signe -f- (c'est-à-dire d'indice 
impair) et 4»", la somme des termes pris avec le signe — . On peut 
écrire 

— — ds = --— dx -— dy = d^ — 2 -r- « K» 

d* Ox ày ^ Oy ^' 

—7— ds = — d<P' -H 2 T- dx, 
av ox 

la transformation étant, chaque fois, dirigée de manière à faire 
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apparaître, au -second terme, une dérivée parallèle. Les dérivées 
de cette espèce croissant, pour ^ et pour <^", au plus comme i, 
les intégrales correspondantes sont évidemment finies. Dans l'inté- 
gra le 



i> 



zd 



nous remplacerons 5 par (5 — ^a) + ^aj ^^ ^^ partie correspondant 

k z — Zf^ sera finie (puisque la variation totale de sur cl^acun 

des arcs P1Q/+1, Q/P/+1 est finie) moyennant l'hypothèse faite il y a 

un instant. Si l'on tient compte des termes analogues en --t- et de 

ceux qui soot relatifs à Tare AC, — en remarquant que, la 

fonction > par exemple, s'augmente de (p/ chaque fois qu'on 

traverse (en se dirigeant vers A) un point P/, — la formule (22) 
s'écrira 







-H / (^ — ^x)d , 

»^UAP ^ 

formule dont tous les termes ont un sens. 

17. Nous avons ainsi établi l'unicité de la solution et la conver- 
gence de l'expression (22), moyennant les hypothèses suivantes : 
1" aucune des lignes AB, AC n'est tangente à une caractéris- 
tique; 2" ces lignes ont, en A, des tangentes distinctes; 3" la va- 
riation totale du coefficient angulaire de la tangente sur chacune 
d'elles est finie (n** 13, note); 4° I21 valeur de z sur chacune 
d'elles satisfait à l'inégalité (28). 

Il y aurait, sans doute, lieu d'examiner ce qui se passerait si l'on 
renonçait à quelques-unes de ces conditions, qui ne sont probable- 
ment pas toutes nécessaires, surtout la première. Je laisserai toute- 
fois cette question de côté et m'occuperai seulement d'établir que 
la fonction formée comme nous venons de l'indiquer remplit bien 
les conditions de l'énoncé. 

XXXII. 17. 



^ 
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En premier Heu, si le point O est sur AB ou AC, il est aisé de 
voir que tous les termes de (22) se détruisent, à Texception d'un 
seul, égal à la valeur donnée en ce point. 

Ceci, il est vrai, ne serait pas suffisant pour affirmer que z prend 
cetle valeur, ceci impliquant la continuité. Nous établirons cette 
dernière en calculant les dérivées de z, 

18. Reprenons pour cela, comme nous Tavons fait au n** 8, une 
fonction ^, solution d\inc équation de la forme (1), déterminée 
par ses valeurs suivant les deux lignes PP|, Pp. Supposons que 
ces valeurs dépendent continûment (ainsi que les dérivées pre- 
mières X', Y') d'un paramètre t. Si les quantités M, M|, M2 du 
n^ 8 sont toujours finies, z sera une fonction continue de t. Cela 
est, en effet, vrai, pour chaque terme de la série (11)) laquelle est 
uniformément convergente. 

Cette conclusion reste vraie si [la courbe P^ restant fixe (')] 
l'abscisse de la verticale PP| dépend (continûment) de /. 

On déduit aisément de là que, si les données sont dérivables par 
rapport n /, il en est de même de z (pourvu que les M, M| , M3 relatifs 

à ~ soient finis). Si l'abscisse de PP| est indépendante de /, celte 
dérivée sera la solution de (1) qui prend, sur PP| et Pp, les va- 
leurs -r-- Si, au contraire, l'abscisse de PP| a, par rapport à /, une 
dérivée égale ù t, la dérivée de z sera la fonction qui prend, sur Pp, 
les valeurs ~ et, sur PPi, les valeui*s 

^'^' (57) -"ë' 

dans laquelle la dérivée (-tt) s'obtient en prenant pour variables 

indépendantes / et ^ (j: étant constamment égal à Tabscisse 
de PP,). 

19. Dans le cas qui nous intéresse actuellement, t désigne l'une 
ou l'autre des coordonnées du point O. 



(') Rien n'empêcherait, bien entendu, crêlablir un lliéurènie analogue en fai' 
sant varier la courbe. Mai}* ce théorème ne nmi^ sera pas utile. 
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La dérivation de la valeur de Zq introduira évidemment les dé- 
rivées de z par rapport à Tare s du contour donné el il est mani- 
festement nécessaire que ces dérivées existent. Nous supposerons 
de plus que (le point M tendant vers A.) elle ne croissent pas plus 

vite que ^ ; ce qui entraîne l'inégalité (aS). 
AM 

Dans ces conditions, la série 

2:<-'>**'("0),-2'-'-'(t«ëi),. 



sera convergente (et cela uniformément pour toute position du 

ds 
dt 

comme ( - ) > tandis que --r- n'augmentera indéiiniment que 



ds 
point O non infiniment voisine de A) parce que — tendra vers zéro 



r(l-P» 



comme 



Les autres termes de ^(^o) "^ contiennent que les -£■'> —-' Or 

ces dernières quantités sont finies ainsi que leurs dérivées paral- 
lèles. 

Sur la ligne P/.i P/, en effet, -~ a l'expression (24), où le second 
terme peut être nul. — est une dérivée perpendiculaire, qui croît 

i 

comme (-7) ; mais t (s'il n'est pas nul) tend vers zéro d'une ma- 
nière précisément inverse. D'ailleurs, les dérivées de cette expres- 
sion (24) par rapport à y (dérivées partielles) sont également 

finies, grâce à ce fait que y s'exprime linéairement en fonction 
D'autre part, sur BAC, les relations 0/= y/_, donnent 

ôt ~' dt ' 

Donc on peut faire, sur les --^, les mêmes évaluations que sur 
les'f,(n''« 11-13). 




En un mol, les séries obtenues en différentianl la formule (2?-) 
convergent uniformément et représentent, par conséquent, les 
dérivées premières de z au point O. 

20. D'autre part, en ce qui concerne le problème II, ou le pro- 
blème posé au n^ 2 du présent travail, on sait que la fonction ^ 
obtenue [formule (9) du travail actuel, ou Sur un problème 
mixte aux dérivées partielles y formule (4)] vérifie Téquation aux 
dérivées partielles. Cela résulte de ce que la possibilité des deux 
problèmes en question est acquise, et cela se voit d'ailleurs sans 
aucune difficulté en se servant de la remarque du n° 5 bis. 

Comme on est ramené à notre problème du n® 2 en limitant AB, 
AC parle segment ^y, il résulte de là : 1° qu'en diflTérentiant la 
formule (7.2) par rapport à x et à y simultanément, on obtient 
encore une série uniformément convergente, puisqu'elle est une 
combinaison linéaire de l'expression (22) et de ses dérivées par 
rapport à x et ^y\ 2" que, par conséquent, cette série représente 
la dérivée, par rapport à ;r et à y, de la fonction 5, laquelle est 
bien solution de l'équation (1). 

21. Je terminerai par une remarque relative aux résultats 
exposés aux n" 3-6. 

Ces résultats concernent un problème déjà résolu, comme nous 
l'avons expliqué, au n® 2. Mais il ne faudrait pas en conclure qu'ils 
ne nous apprennent rien de nouveau. 

Si, en effet, les opérations indiquées au n** 2 permettent de 
calculer la valeur de l'inconnue dans chacune de nos régions suc- 
cessives I, I, 1', II, 2, 2', ..., ce but n'est atteint que par une 
série d'applications de la méthode générale, c'est-à-dire par une 
série de quadratures superposées. 

Au contraire, si nous avons pu calculer, une fois pour toutes, 
les fonctions f//, (^/, (V/, la formule (9) donnera z par des quadra- 
tures différentes, comme cela est dans la nature de la question, 
pour les différents arcs que nous avons été conduits à distinguer, 
mais portant directement sur les données. 

Or il est des cas intéressants au point de vue des applications 
et pour lesquels on connaît la forme des fonctions en question. 
Tel csl, en particulier, le problème dont nous avions parlé au 
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n° 2, celui de la propagation de rélectricité dans un câble liniilé 
dans les deux sens. 

L'équation du problème est alors 






Ox dy 



et donne pour u une fonction de Bessel bien connue. 

Les lignes ^B, yC sont alors deux droites parallèles à x — j^ = o; 
l'arc Py, un segment de droite parallèle à x -\-y = o. 

Nous avons établi précédemment (*) que, dans ces conditions, 
la fonction {/| s'obtenait en retranchant de u(^l^ O) la quantité 
tout analogue w(M, (o<), où a)< est l'image du point O par rapport 
à pB. De même, on aura 

en désignant par îi}\ l'image de O par rapport à yC. 

Il est aisé maintenant de voir que le calcul des fonctions sui- 
vantes n'offre pas plus de difficulté. Soient (02 l'image de C0| par 
rapport à yC, (03 Timage de (02 par rapport à ^B, ...; soient, de 
même, w^ l'image de tu', par rapport à pB; Wj, l'image de u)'.^ par 
rapport à yC, .... Les fonctions 

?/* = — m(M, to/i), i^/i' =— m(M, m) 

satisfont à toutes les conditions que nous avons imposées aux 
quantités désignées par ces notations, dans les raisonnements qui 
précèdent. En particulier, ces quantités (f/t^ ^A' sont égales à i sur 
les lignes de discontinuité correspondantes. Ce sont elles qiCil 
faudra substituer dans les formules (6), (9), pour obtenir la 
solution cherchée. 

Soit, par exemple, 2 /la longueur du câble. Adoptons les mêmes 
notations que dans l'article Sur un problème mixte aux dé- 
rivées partielles (n"* 6 et suivants), à ceci près que nous dési- 
gnerons par — /et -+- / les abscisses des extrémités de ce câble, 
l'abscisse $ d'un de ses points devant ainsi être comprise entre 

( ' ) Sur un problème mixte aux dérivées partielles, n" 8. 
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— lei -\- l. Si l'on veut calculer la valeur de z pour Tabscisse $' 
et à rinstant t\ on devra prendre les images successives du 
point ($', /') par rapport aux lignes Ç = zt: /. Toutes ces images 
correspondront à la même valeur t' de t'^ mais leurs abscisses 
seront 

pour les points oiu-*-i, Ç = Çn-»-! = (4*H-2)^ — î'; 

pour les points (1)2/, 5 = 5,/ = — 4*'"*"^» 

pour les points Wj/^.,, Ç = Ç',^^., = — (4* -+- ^)^ — Ç'; 

pour les points Wj/, Ç = Çj/ = ^il -h ^'; 

après quoi, on aura [en désignant, comme dans Tarticle cité, 

pary(X) la fonction Jo(2 ^ — X), où Jo est la fonction de Bèssel, 
et par t, ^ les coordonnées courantes] 

<th=-j\i[(t-n'-a-u)']\, ^■=-j\i[{t-n*-a-iH')*]\- 

Les lignes ^B, yC seront $ =± / et l'on aura, sur elles, 

^ds ^dt. 

La ligne ^y sera ^ = o ; on aura, sur elle, 

d^ dt * 

Enfin, les points Pa correspondront à 

les points Qa', à 

Ç=-(-iy*7, t = t'-l'^(zh'^x)l, 

les entiers /i, h' devant prendre toutes les valeurs positives qui 
donnent /^o. a et 6 élant nuls, on a ainsi tous les éléments 
nécessaires pour calculer les formules (5), (6), (9). 




- 269 — 

SUR UNE CERTAINE CLASSE DE CUBIQUES GAUCHES 
ET SUR DES STSTiMES ARTICULÉS QUI ST RATTACHENT ; 

Par M. R. Bricard. 

1. J'ai signalé, dans un travail antérieur (*), certaines relations 
entre les cubiques ybca/e^ (cubiques planes circulaires qui con- 
tiennent leur fojer singulier) et le quadrilatère articulé. Ces 
résultats s'appliquent en particulier à la strophoïde, qui est une 
cubique focale à point double. 

Je me propose d'étudier ici une classe de cubiques gauches, 
auxquelles je donne le nom de cubiques sirophoïdales^ parce que 
leurs propriétés généralisent celles de la strophoïde, qu'elles com- 
prennent d'ailleurs comme cas particulier. Le principal intérêt de 
ces courbes me paraît résider dans le fait qu'on peut y rattacher 
divers systèmes articulés gauches : en premier lieu, C octaèdre 
aplalissable auquel j'ai été conduit autrefois par des considéra- 
tions toutes différentes (^) et c'est l'obtention de ces systèmes 
articulés qui constituera l'objet essentiel de cette Note. J'attirerai 
cependant l'attention sur un résultat d'un caractère analogue au 
théorème de Poncelet, qui se trouve énoncé au n® 7. 

2. Voici la définition des cubiques gauches strophoïdales (ou, 
plus simplement, des strophoïdales). J'appelle ainsi une cubique 
gauche jouissant des propriétés suivantes : 

I** Elle rencontre V ombilicale en deux points i et i'; 

2° Sa projection orthogonale sur un plan (II) ayant pour 
droite de V infini ii a son point double à tangentes rectangu- 
laires : cette projection, qui contient les points cycliques du 
plan (n), est donc une strophoïde ('). 



( * ) Ce Bulletin^ t. XXVIII, igoo, p. Sg. 

(') Mémoire sur la théorie de V octaèdre articulé {Journal de Math, pures 
et appl.j 1897 ). 

(^) Il existe une corde unique de la slrophoïdale, perpendiculaire au plan (II); 
si les deux extrémités de cette corde viennent à se confondre, la slrophoïdale se 
réduit à une cubique plane circulaire, ayant un point double à tangentes rec- 
tangulaires, c'est-à-dire à une strophoïde. 
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Une cubique gauche, pour être strophoïdale, est assujettie, on 
le voit, à trois conditions. La strophoïdale la plus générale dépend 
donc de 12 — 3 = 9 paramètres, dont trois seulement sont des 
paramètres de grandeur, les six autres étant des paramètres de 
position. 

3. Soient r une strophoïdale, et, conservant les désignations 
précédentes, i et i' les points où elle rencontre l'ombilicale, (II) un 
plan dont la droite à l'infini est iH , Il existe une corde unique de F 
perpendiculaire au plan (II). Soient a et p les extrémités Ae cette 
corde. . 

Les points a, p, /, ! forment une division harmonique sur la 
strophoïdale F {les deux premiers points étant conjugués). 

Soient, en effet, ai et ^u les tangentes à F, en a et p. l^s 
plans {^^t) et (o^^e/) sont rectangulaires, d'après la définition 
même des strophoïdales. Autrement dit, les quatre plans (ot^/), 
(a^c/), (a^/), (a^e') forment un faisceau harmonique (les deux 
premiers plans étant conjugués); mais le rapport anharmonique de 
ces quatre plans est égal à celui des points a, p, i^ ï\ donc, etc. 

La plupart des propriétés ultérieures se rattachent à l'involution 
définie sur F par cette condition que a et ^ sont ses points doubles. 
Je dirai que deux points de F qui se correspondent dans cette 
involution sont associés. 

Le théorème précédent apprend que les points i et i sont 
associés. 

4. Considérons deux points associés variables, m et m'. La 
corde mm' engendre une quadrique (P) qui, ayant une généra- 
trice il' rejetée tout entière à l'infini, est un paraboloïde. Je dirai 
que les cordes mm' sont, dans ce paraboloïde, les génératrices ( 1 )• 
Les autres génératrices seroni dites : génératrices (a); chacune 
de ces dernières ne rencontre F qu'en un seul point. 

Soient alors s un point quelconque de F, sx la génératrice (a) 
de(P) qui passe en ce point. Cette génératrice sx est un axe 
principal du cône (S) qui a son sommet en s et qui a pour 
directrice F. 



T\ 
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Considérons en effet {^fig* i) la trace T du cône (S) sur le 
plan (II). T, qui contient les points cycliques i et t de ce plan, 
est un cercle. Menons 5a et 5^ et soient ao et ^^ les traces de ces 
droites sur le plan (II); e et i^ doivent être conjugués, sur le 
cercle T, dans une involution ^o ^^ ^ pour points doubles ao et ^o > 
cela exige que les points a© et p© soient diamétralement 
opposés sur T. 

Fig. I. 




TTlo 



Cela posé, soient m et m' deux points associés de F; sm et sm' 
ont pour traces sur le plan (II) les points m^ et m^, qui appar- 
tiennent au cercle T et sont conjugués dans Tinvolution do,* la 
corde m^m'^ est donc perpendiculaire au diamètre ao^o» On voit 
ainsi que tous les plans tels que (^mo/n'^) contiennent la droite 5ar, 
menée par le point s perpendiculairement au plan (^a^) : toutes 
les cordes mm' rencontrent cette droite sx^ qui est par consé^ 
quent la génératrice (2) de (P), issue de s. 

Mais le plan (scl^) est un plan principal de (S); sx est donc 
bien un axe principal de ce cône. c, q. f. d. 

Les considérations précédentes mettent encore en évidence les 
faits suivants, dont il suffit d'énoncer les deux premiers : 

Si m et m' sont deux points associés de T, les droites s m 
et sm' qui joignent ces deux points à un point quelconque s 
de r sont également inclinées sur le plan (II) et font, par 
conséquent, des angles égaux a\^ec a^. 

Tout point de a^ est équidistant des droites sm et sm' , 

EnHn, si (/«, /71'), (/«, n') sont deux couples quelconques de 
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points associés, s un point quelconque de F, les angles msn, 
m' sn sont égaux ou supplémentaires , et, de même, les angles 



m' sn^ msn'. 



Cela résulle immédiatement de ce que la droite sx esl bissée- 

Irice, intérieure ou extérieure, de chacun des angles msm\ nsn^. 
Ce dernier énoncé peut, d^ailleurs être précisé. 

Remarquons, à cet effet, que la cubique F ayant deux asymptotes 
imaginaires, n'a qu'une seule branche réelle, et que (/?i, m'), 
(/i, n), formant sur F deux couples de points conjugués harmo- 
niques par rapport aux points réels a, p, se succèdent nécessaire- 
ment dans un ordre tel que les arcs mm'^ nii! n'aient aucune 
partie commune, ou bien que l'un de ces deux arcs soit entière- 
ment contenu dans l'autre. On peut évidemment supposer les 
notations tellement choisies que l'ordre dans lequel les quatre 
points en question se succèdent sur F soit l'un des deux suivants : 



m, /i, n\ m' ou m, /n', /i, n'. 



Considérons, par exemple, la première hypothèse; si le points 

est très éloigné sur F, les angles msn^ m'sn' sont tous deux très 
voisins de zéro et sont, par suite, égaux; il en est ainsi, par raison 
de continuité, jusqu'au moment où le point s franchit le point m 

pour entrer dans Farc mn. Alors l'angle msn passe brusquement 

d'une valeur à la valeur supplémentaire tandis que Fangle m' sn^ 
varie toujours d'une façon continue. On a donc, à partir de ce 
moment, et tant que le points reste dans l'arc mn, 




et ainsi de suite. On raisonnera de même sur la seconde hypothèse, 
et l'on se rend aisément compte que l'énoncé suivant s'applique à 

tous les cas possibles : les angles msn, m' sn' sont égaux si le 
point s appartient à la fois aux arcs mm\ nn' ou s* il n^ est sur 
aucun de ces arcs; les mêmes angles sont supplémentaires si le 
point s est sur un seul des arcs mm\ nn'. 



^ 
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5. Outre les points «et i', la strophoïdale F possède im point à 
rinfini ^, Soil 7 le point de F associé à a'. Je vais montrer que : 

Le cône (S), qui a pour sommet o- et pour directrice T^est de 
révolution; son axe est parallèle à a^. 

Joignons, en effet {fig. 2), chacun des points a et ^ au point a 
et au point 0^. 

D'après un résuîtat précédent, ao- et a?' sont également incli- 

Fig. a. 



a 






p 
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nées sur a^, de même p^ et j3o^; mais a^ et ^t' sont parallèles : le 
triangle aa(3 est donc isoscèle (o-a = o-^). 

Par conséquent, si Ton construit à nouveau la figure i, en rem- 
plaçant le point s par le point a-, on voit que le triangle ^ao^o ^^^ 
aussi isoscèle (^ao = o'^o)) ^^ que le point 7 se projette, sur le 
plan (n), au centre du cercle T. Le cône (2) est donc de révolu- 
tion, et son axe est parallèle à a^. c. q. f. d. 

TcN^ les céaes da second ordre qui contiennent F ont, comme 
on Fa vu,, une série ck plans cjcik|aes perpendiculaires à a^. On 
est donc conduit à la nouvelle définition que voici des cubiques 
strophoîdales : 

Une telle cubique est i^ intersection incomplète d'un cône de 
révolution et d'un cône du second ordre ayant une série de 
plans cycliques parallèles à l'axe du premier cône, les deux 
cônes ayant, d'ailleurs, une génératrice commune. 

Un cas particulier remarquable est celui 011 le sommet du cône 
de révolution est rejeté à Finfini : la strophoïdale est alors le 
cercle cubique doDi M. Schœnflies a signalé Fintérét pour Fétude 
du déplacement infiniment petit d\me figure de grandeur inva- 
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riable (*). M. Schœnflies avait reconau Texislence des couples de 
points associés sur le cercle cubique, et démontré, relativement à 
ces couples, le théorème obtenu plus haut, à la (in du n^ 4. . 

6. Soient (/w, m'), (/i, n!) deux couples de points associés 
der. 

Le quadrilatère mnmJn' est circonscrit à une infinité de 
sphères dont chacune a son centre sur ap. 

En effet, comme on Ta vu au n** 4, tout point co de ap est équi- 
distant de mn et de m/i'. Il existe donc une sphère de centre eu 
qui touche les quatre côtés du quadrilatère mnm'n'. 

On peut dire aussi que le quadrilatère mnm'n' est tracé sur 
un hyper boloïde de révolution ayant pour axe ap. 

En rapprochant ce résultat du théorème obtenu à la On du n^4y 
on voit que : 

Etant donné un quadrilatère mnml n' tracé sur un hyper-- 
boloïde de révolution {ou, ce qui revient au même y circons- 
criptible à une infinité de sphères), le lieu des points s tels que 

les angles msn, m'sn soient égaux ou supplémentaires, et, de 

même, les angles msn'^ m'sn^ comprend une strophoïdale F 
qui passe par les points m, m', n, n' (^). 

Ce théorème ne peut encore être considéré comme démontré 
en toute rigueur : on pourrait craindre, en eflet, que le quadrila- 
tère mnm' a', ayant pour sommets deux couples de points asso- 
ciés d'une strophoïdale, ne possède quelque propriété autre que 
celle d'être circonscriptible à une infinité de sphères. Il faut 
montrer qu'il n'en est pas ainsi et, à cet effet, établir directement 
le théorème énoncé. 

Soient donc (H) l'hyperboloïde dont il esJL question dans 
l'énoncé, X son axe. Effectuons une projection orthogonale sur le 



(' ) Voir la Géométrie du mouvement, de M. Schœnflies, pp. i ig-iaa de ]a tra- 
duction française. 

( - ) Le lieu complet comprend, outre la strophoïdale r, une courbe dont il y 
aurait peut-être lieu de faire Tétude. 
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plan équatorial (FI) de (H), supposé horizonlal, pour simplifier 
le langage (yi^. 3). 

Le quadrilatère mnm' n! est circonscrit, en projection, au cercle 
de gorge de Thyperboloïde. 

Fig. 3. 




Menons, dans Tespace, les tangentes en m, m', /i, n', aux paral- 
lèles de (H) qui passent par ces points respectifs. Les quatre droites 
ainsi obtenues sont celles des bissectrices des angles m, n, m', n', 
qui ne rencontrent pas X. 

Elles appartiennent à un même paraboloïde (P) : en effet, 
toutes sont parallèles à (II) et rencontrent les deux droites de 
l'espace mm', nn'. 

Menons les perpendiculaires communes à X et aux diverses gé- 
nératrices horizontales du paraboloïde (P). Le lieu des pieds de 
ces perpendiculaires sur les génératrices de (P) est, comme l'on 
sait, une cubique gauche F, qui contient évidemment les points m, 
m', /i, n\ Je dis que c^est une strophoïdale. 

En effet, et tout d'abord, F contient les points cycliques du 
plan (n) : ce sont les points qui correspondent aux génératrices 
horizontales isotropes de (P). En outre, X est une corde de F, 
parce qu'il existe deux génératrices horizontales D et D', rencon- 
trant X, en des points a et ^ qui appartiennent visiblement à F. 
Les plans tangents menés à F par X sont respectivement perpen- 
diculaires à D et à D'. Je dis que ces plans tangents ou, ce qui 
revient au même, que les génératrices D et D' sont rectangu- 
laires. 

En effet, les droites mm\ nn! sont conjuguées par rapport à (H), 
puisque l'une de ces droites est l'intersection des plans tangents à 
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l'hyperboloïdc aux points où l'autre droite le rencontre. Il en 
résulte que D et D^ sont aussi conjuguées par rapport à H. En 
effet, D rencontre mm' ^ nn! ^ X et la droite à Tinfini du plan (D). 
Sa conjuguée doit rencontrer les conjuguées de ces droites, qui 
sont respecliveinenl nn\ mm' ^ la droite à Tinfini du plan D, et X : 
ce ne peut être que D'. 

D' doit donc contenir en particulier le pôle du plan (D, X). 
Or, ce pôle est rejeté à l'infini dans la direction horizontale per- 
pendiculaire à celle de D. D et D' sont donc bien rectangulaires. 

Il résulte de là que F a bien les caractères d'une strophoïdale; 
(m, m') et (/i, n') sont, sur cette courbe, deux couples de points 
associés, puisque mm' et nn' sont deux génératrices non horizon- 
tales de (P), et tout point 5 de F est tel que msn = m'sr? ou 

TT — m'sn , m'sn = msfi ou tt — ms/r. La proposition que nous 
avions en vue est ainsi complètement établie. 

7. Considérons maintenant sur F ^roe5 couples de points asso- 
ciés (m, /w'), (n, /i'), (/>, p'). Joignons ces six points deux à deux, 
en évitant de joindre les points d'un même couple. On forme ainsi 
un octaèdre à faces triangulaires : je l'appellerai Voctaèdre 
{mnpm' n'p'). 

Fig. /|. 
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Cet octaèdre est circonscrit à deux sphères dont les centres w 
et (!>' appartiennent àV, 

Soient, en effet {fig* 4)? w et tu' les deux points où les plans bis- 
secteurs du dièdre mn de l'octaèdre rencontrent la dfoi te a^. Consi- 
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dérons, par exemple, le poinlco : il esléquidUtaiit des plans (mnp)^ 
{mnp'). D'autre part, le plan {moL^) qui, on Ta vu, est un plan 

bissecteur de cliacun des angles nmrt, pmp , est un plan de symé- 
trie pourTangle tétraèdre m,npn! p\ Le point co, qui appartient à 
ce plan, est donc équidistant des faces {mnp) et (mn'p')^ ainsi 
que des faces (mnp') et (mn'p). En résumé, le point w est équi- 
distant des quatre faces de Toctaèdre qui se rencontrent au som- 
met /7i, et il existe une sphère (Û), de centre u>, et tangente à ces 
quatre faces. En appliquant le même raisonnement aux autres 
angles tétraèdres, on voit que (U) est tangente aux quatre autres 
faces de Poctaèdre. On reconnaîtra de même qu'il existe une 
sphère (U'), de centre to', tangente aux huit faces de Toctaèdre 
{mnpm'n'//). 

Remarque I. — Toute face de l'octaèdre, étant tangente aux 
deux sphères (Û) et (U'), doit contenir un de leurs centres de 
similitude. Or, deux faces qui ont en commun une arête de 
Poctaèdre, mn par exemple, ne peuvent, en général, contenir un 
même centre de similitude : ii faudrait en eflTet que mn rencontrât 
a^, ce qui n'a pas lieu, si m et n sont arbitraires sur F. On en 
cont'Iut l'énoncé suivant : 

Les /aces de Voctaèdve peuvent être réparties en deux 
groupes de quatre faces, deux faces quelconques d*un même 
*^roupe avant en commun un sommet et un seul de C octaèdre; 
les quatre faces d^ un même groupe contiennent un même 
centre de similitude des deux sphères (Û) et (li'), et les quatre 
autres faces contiennent Cautre centre de similitude. 

Remarque II. — Il existe oc' octaèdres ayant pour sommets 
opposés des couples de points associés de F. Les sphères qui leur 
sont inscrites, en vertu du théorème démontré plus haut, ont 
toutes leurs centres sur a^, elles ne sont par conséquent qu'en 
nombre oo'. On en conclut le théorème suivant : 

Soit (Û) une sphère ayant son centre sur a^ : il existe 
x' octaèdres inscrits àV et circonscrits à (U). 

On peut rapprocher ce résultat, dont le caractère est analogue à 
xxxn. i8 
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celui du théorème de Poncelet, de ceux que MM. Humbert et 
Fonlené ont obtenus dans des travaux récents. 

8. J'arrive maintenant aux propriétés métriques et aux relations 
avec certains systèmes articulés qui, ainsi que je l'ai dit, me pa- 
raissent donner aux strophoïdales leur principal intérêt. 

Soient encore (m, /;i'), (/z, /i'), (/>,/>') trois couples de points 
associés sur F, et (mnpm' n'p') l'octaèdre considéré au n° 7. 

Imaginons que les arêtes mn^ mp^ mn\ nip\ np^ pn\ n'p\ p' n 
(marquées en traits plus forts sur la ngure4) soient réalisées par des 
tiges rigides, articulées en leur point de rencontre. Les quatre 
triangles mnp^ mpn'^ nin'p, mp'n sont invariables, mais leur 
ensemble constitue un angle tétraèdre m.npn'p'j évidemment dé- 
formable (la déformation dépendant d'un paramètre). 

Le quadrilatère npn'p' étant, comme on l'a vu, circonscriptible 
à une infinité de sphères, on sait qu'il existe entre les longueurs 
de ses quatre côtés une relation de la forme 

(i) np dt pn^ zh n' p' dt p' n =: o. 

Imaginons que Ton déforme d'une façon continue l'angle 
tétraèdre m. npn'p'. La relation (i) étant constamment satisfaite, 
le quadrilatère npn'p' sera, à un moment quelconque, circonscrit 
à une infinité de sphères. D'autre part, on aura toujours 

nmp = n' ntp' ou t: — n' mp' 
et 

nmp' = tt' mp ou t: — n'mp\ 

par conséquent, le point m appartient toujours à la strophoïdale, 
lieu partiel des points d'où l'on voit les côtés opposés du quadri- 
latère npn'p', sous des angles égaux ou supplémentaires (le point 
m ne peut appartenir à une branche de ce lieu autre que la stro- 
phoïdale, parce qu'il était sur cette dernière courbe, dans les con- 
ditions initiales, et que Ton suppose continue la déformation). 

Cela posé, construisons, à un moment quelconque, le point m', 
associé à m sur la strophoïdale dont il s'agit. On a 

p' n m' = pn m ou t: — pnm , 
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et)) toujours à cause de la continuité de la déforpaation, là relation à 
choisir est celle qui se trouve satisfaite dans les conditions initiales. 

Autrement dit, V angle p^ nm' conserve une grandeur con- 
stante. 

On reconnaît qu*il en est de même pour tous les angles des 
quatre triangles, faces de l'angle tétraèdre m* ,npnp' : ces quatre 
triangles sont donc invariables, et il est démontré que l'octaèdre 
{mnpm! n'p') peut être déformé avec conservation de ses faces. 

9. Cet octaèdre prend un aspect particulièrement remarquable, 

quand Tun de ses dièdres, mn par exemple, devient égal à o ou 
à 7C. On se rend immédiatement compte que tous ses autres 
dièdres devront prendre en même temps Tune ou Tautre de ces 
valeurs; autrement dit, l'octaèdre est complètement aplati. Cette 
circonstance pouvant se présenter de deux manières, suivant que 
Pon a 

mn = o ou mn = tt, 

on voit que [octaèdre {pinpni'n' p') peut être aplati de deux 
manières. 

Considérons-le dans une de ces positions d'aplatissement. La 
cubique F est alors une strophoïde, et les quadrilatères mnm! n\ 
npn'p'j mpm'p' sont chacun circonscrits à un cercle ayant pour 
centre le point double de la strophoïde. 

Réciproquement, donnons-nous deux cercles concentriques et 
deux points quelconques m, m\ Construisons les quadrilatères 
mnm'n\ m/? m'/?', circonscrits respectivement à ces deux cercles. 
Il est facile de voir que les (m^m')^ {n^n^)^{p^ p') constituent trois 
couples de points associés sur une strophoïde ayant pour point 
double le centre commun des deux cercles; le quadrilatère npn' p' 
est donc circonscrit à un cercle concentrique aux deux premiers. 
On a ainsi construit simplement un octaèdre articulé, dans 
Vune de ses formes aplaties , et il est évident que la construc' 
tion est aussi générale que possible. 

10. On peut établir la déformabililé de l'octaèdre (m /i/> m' /e'^') 
par une autre méthode, qui présente l'avantage de conduire à lu 
connaissance de nouveaux systèmes articulés. 
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La courbe F étant iiniciirsaie, on peut faire correspondre, d'une 
façon univoque, un paramètre à un point variable de celte 
courbe, et cette correspondance peut être établie de manière qu^à 
trois points donnés de V soient attachées trois valeurs quelcon- 
queSy données a priori, du paramètre. Supposons la correspon- 
dance telle qu'aux points a, ^ et au point réel à l'infini de F soient 
attachées respectivement les valeurs o, oo et i du paramètre. Deux 
points associés m et m' étant conjugués harmoniques sur F par 
rapport à a et ^, leurs paramètres u. et |jl' satisfont à la relation 

(l) JJL -^ |Jl'c= O. 

Cela posé, on a les théorèmes suivants : 

i" Soient w, /i, /i', trois points de F, les deux derniers étant 
associés. On a, entre les longueurs mn et nin\ la relation 

nm __ ( [X — v)(i — y') ___ ({i — v) (i -f- v) 
^ m/t' "" (fx — V )(i — V) "~ ({Ji -h V) (i — V)* 

{X et V étant les paramètres des points m et n. 

En etlet, //met mn' sont, comme on Ta vu, également inclinées 
sur la droite a^. Si donc Ton désigne par //i|,/t|,/i', les projec- 
tions orthogonales des points //t, /i, n' ^ sur a^,on a 

9nn //Il /Il 

- ■ I — . • 

mn' min\ 

Or, il est clair que, lorsqu^un point parcourt F, sa projection 
orthogonale sur mn lui correspond homographiqnement. Soit 
donc v\ le point à l'infini de a,3 (projection du point à Finfini o-' 
de F). On a l'égalité entre rapports anharmoniques 

, ' fx / r r. ''^l'*! (|A — v)(l — v') 

(/W|/i|/i. 7,) = (/n/i/4 7 ) ou p = -i ; t 

^ * * * *^ ^ ' mxn\ (;ji — v')(i — V) 

d'où résulte bien l'égalité (2). 

Cette relation, on le voit, conduit à attribuer un signe au 

rapport — ;• Ce rapport est positif quand le point m est exteneur 

à l'arc nn\ et négatif dans le cas contraire. 

2" Soient /?!, n,p trois points quelconques de F; [jl, v, m leurs 
paramètres respectifs. On a, entre les longueurs np, pm^ mn, 




la relation 

/ (i-h ui)(v -H m) — ï (i-f- vXïïJH- u) — « 

( J) < 

f -4^ '-/- mn = o. 

\ (I — lll)([J.— V ) 

Soient, «n effet, n! et/>' les points de F, associés respectivement 

à n elkp. Les angles nmp^ n*mp' étant égaux ou bien supplémen- 
taires, écrivons que leurs cosinus sont égaux ou bien égaux en 
valeur absolue et de signes contraires; on a ainsi Tune des deux 

relations 

— î — ï — ï — î — 1 j 

mn -+- mp — np mn' h- mp — n p 

\mn I ( mp \ "~ | mn' \ \ mp' \ 

ou 

— i — I —I .\mn\\mp\( ,t * — ;« -i~,^\ 

mn -i- mp ^np ^ûi 7 ^"1 — ^ \mn -+- mp — n p J; 

^ '^ \mn llmp \^ ^ j- -^ » 

les longueurs des segments mn^ mp, etc., sont écrites entre traits 
verticaux pour montrer que, dans la relation précédente, elles ne 
figurent que par leurs valeurs absolues. Mais, d'après la discus- 
sion qui termine le n° 4, les angles nmp^ n'mp sont égaux si le 
point m appartient à la fois aux arcs npy n! p\ ou bien s'il est 
extérieur à tous les deux ; les mêmes angles sont supplémentaires 
si le point m est sur un seul de ces arcs; d'autre part, le rapport 

mn»mp 



mn' imp' 



est positif dans le premier cas, négatif dans le second. On a donc, 
dans tous les cas, en grandeur et en signe : 

( 4 ) mn -f- mp — np -=■ ; — ^, l mn ^ mp — n p / . 

Cela posé, on a 

, (fX-t-V)(| — v) 

mn = -i- 7- mn, 

^ ^ (jJi — ro)(i-+-w; ^' 

, , (— V -4-ro)(i — m) , , (ro-hv)(i — v) 
n p ^ ' n /?, n p = , ; np. 
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d'où 

, , (i — v)(i — tu) 
n /> =i — \ np. 

' (l-h V)(l-f-t!j) ' 

En remplaçanl, dans la relation (4)» nm'^ n^p\ '*'/'' P^^r 'es 
valeurs précédentes, on trouve, toutes réductions faites, la rela- 
tion (3). 

11. Cela posé, considérons, sur une slrophoïdale F, variable, 
trois points /n, /i, /?, de paramètres fixes [a, v, co. Coinrae on Ta 
remarqué au début, F dépend de trois paramètres de grandeur; 
on peut donc déformer cette cubique en l'assujettissant à deux 
conditions ; je choisirai les suivantes : mn et m/? restent de lon- 
gueurs constantes. 

Il résulte alors de la relation (3) que np reste aussi de longueur 
constante, et de la relation (2), que toutes les autres arêtes de 
Foctaèdre {mnp m! n'p') sont aussi de longueurs constantes; par 
exemple, il en est ainsi pour les arêtes mn'^ n^ m\ m! n^ à cause 

de 

mn' n' m! m' n 

= const., — ; — = const., — j—, = const. 

mn n m m n 

On a donc bien retrouvé que Foctaèdre (mnp m'n'p') esldéfor- 
mable avec conservation de ses arêtes. 

Mais ce n'est pas tout. Soit l un nouveau point de F, de para- 
mètre fixe À. On a 

— 1 — ï — 1 

\|//w -hBi//i -+-Ci/n/i =0 



ou 



— j — I 

Aj/m -+-Bj/n = const., 



A| et B| étant des constantes. 11 en résulte (théorème de Stewart) 
que le point / reste à distance constante d'un certain point de mn ; 
je dirai, plus brièvement, que le point / est lié à un certain point 
de mn. 

Le même raisonnement peut se répéter, en considérant, au lieu 
de m/i, les diverses arêtes de l'octaèdre {mnp m' n'p'). 

En résumé : 



On peut, sans gêner la déformation de l^ octaèdre (m np m'n'p), 
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lier un point l <> douze points comenablenient choisis sur le^ 
arêtes fie r octaèdre, et cela d^une infinité de manières. 

Les points des arêtes de Poclaèdre, qui sont liés au point /, 
forment une configuration qu'il faut signaler : les trois points qui 
appartiennent aux trois arêtes limitant wne même face, par 
exemple aux arêtes np^ pni^ mn. sont nécessairement en ligne 
droite, sans quoi la figure lormée par le triangle ninp et le point / 
seraient évidemment rigides. En partant de cette remarque, on 
reconnaît aisément que les douze points en question sont réphrtîs 
trois ])ar trois sur huit droites formant deux quadrilatères, tels 
que chaque côté de l'un rencontre un côté de l'autre, ainsi que 
l'indique le schéma suivant (^fig. 5) : 



Fig. 5. 




Ces douze droites forment donc un système articulé gauche, 
analogue à celui que MM. Hart et Kempe ont étudié dans le 
plan (^). 

12. On peut, pour l'obtention de nouveaux systèmes articulés, 
tirer un autre parti des relations (2) et (3), et du fait que F dépend 
de trois paramètres de grandeur. Par exemple, considérons sur F 
quatre couples de points associés (m, m'), (/i, n'), (mi,/?i^), 
(^1, /ï|), et supposons que, les paramètres [jl, v, [a,, V| des points 
m, /«, m,, /?i ayant des valeurs fixes, on déforme F de telle ma- 
nière que les longueurs m/2, ni^Ux soient constantes. On voit, par 



(') M. FoNTKNK {IVouvelUs Annales de Mathématiques, 1904, p. io5) a déjà 
déterminé les cas où le système articulé représenté par le schéma de la figure 5 
est déturmablef avec deux paramétres. 
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le raisonnement du n"* 11, que les deux quadrilatères mnm'n'^ 
minim\n\ conservent tous deux des côtés de longueurs con- 
stantes ; en outre, chaque sommet de l'un reste lié à un point de 
chaque côté de Fautre quadrilatère. 

Considérons, par exemple, le côté mn du premier quadrilatère 
et le côté m|/t| du second; le point m et le point n sont liés 
chacun à un certain point de m|/i|, le point m^ et le point /i| sont 
liés chacun à un certain point de mn ; en définitive, quatre points 
de mn se trouvent liés à autant de points de m|/?i ; mais on sait 
que si deux droites sont en déplacement relatif tel que trois points 
de Tune soient liés à trois points de Tautre, tout point de l'une 
est lié à un point de l'autre; les deux droites sont des généra- 
trices d'un même système d'un hyperboloïde articulé. Les consi- 
dérations qui précèdent conduisent donc à une combinaison de 
seize hjperboloïdes articulés, sur laquelle je ne m'étendrai pas 
davantage. 



SUR 
L'EXTENSION DU THÉORÈME DES POLYGONES DE PONCELET A L'ESPACE, 

PAR DES POLYÈDRES DE GENRE un ; 

Par M. G. FowTEKÉ. 

L'extension du théorème des polygones de Poncelet à l'espace 
peut être tentée avec des polygones gauches ou avec des polyèdres. 
M. Darboux a donné pour le premier point de vue le théorème 
des routes de lumière; je donne ici pour le second point de vue 
une prévision générale, dont je démontre l'exactitude dans un cas 
particulier, suffisant pour inspirer confiance. 

Je tiens à dire que la première idée de l'emploi de polyèdres de 
genre un pour l'objet indiqué ici s'est présentée au cours d\ine 
conversation avec M. R. Bricard. 

L 

Ce premier paragraphe est, à peu de chose près, la reproduction 
d*une Note qui a paru dans les Nousetles Annales en 1904. 

I. Appelons polyèdre homogène un polyèdre dont toutes les 




— 283 — 

faces ont le même nombre x de côtés, dont tous les angles solides 
ont le même nombre y d'aréles. Un polyèdre homogène de genre 
un donne lieu aux trois relations 

F-hS = A, 

homogènes par rapport à F, S, A. L^éiimination de ces trois 
quantités donne 



JL 2 

- H =1 



ou 



(ar — a)(j^--a) = .f. 



On peut donc avoir 



jr = 4, 


y = i 


avec 


F = S, 


37= 3, 


r = 6 


avec 


F=2S, 


y^\ 


ar = G 


avec 


S = 2F, 



c'est-à-dire trois classes de polyèdres, que Ton peut appeler respec- 
tivement tétragonauxj trigonaux^ hexagonaux. 

Parmi les polyèdres létragonaux sont des polyèdres à un trou 
ou polyèdres toriques {fig* i), dont les faces sont des quadrilatères 



Fig. I. 




assemblés 4 par 4 autour de chaque sommet. SI /; est le nombre 
des sommets sur un contour tel que ABCD... et si q se rapporte 
au contour AA' A" A^''..., le nombre des sommets ou des faces est 
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P 7> /^>3> 7>^- [M* Br'ca*'d a envisagé {Nouvelles Annales^ 1904) 
un polyèdre lélragonal à 8 sommets.] 

Mobius, qui paraît s'être occupé le premier de polyèdres de 
genre w/i, a indiqué une construction du polyèdre trigonal à 7 som- 
mets (*). M. Bricard en a indiqué une autre, qui a été étendue 
par M. Dellour {Nouvelles Annales^ '9^4) »" cas de S quel- 
conque. 

2. De combien de paramètres dépendent les polyèdres consi- 
dérés? Les sommets donneraient lieu à 3S paramètres, si [les faces 
étaient nécessairement des triangles; mais il faut défalquer x — 3 
paramètres pour chaque face lorsque les faces ont x côtés; le 
nombre des paramètres restant est 

OU 

3(F-hS) — •;>. A. 

ou 

F -f- S. 

Si donc le polyèdre doit être circonscrit à une quadrique 
et inscrit à une autre, ce qui forme F -h S conditions, il est 
déterminé, au moins en apparence. Il y a lieu de se demander 
si la recherche d'un tel polyèdre n'est pas un problème généra- 
lement impossible, qui ne devient possible qu*en devenant indé- 
terminé. 

Les choses pourront d'ailleurs se passer un peu difleremment, et 
l'on en aura un exemple dans le cas traité plus loin. LcsF(j: — 3) 
conditions indiquées ci-dessus peuvent n'être pas distinctes; si A* 
d'entre elles sont les conséquences des autres, le polyèdre dépend 
de paramètres en nombre F -f- S 4- A:; quand on l'astreint à être 
circonscrit à une quadrique et inscrit à une autre, il paraît dépendre 
encore de k paramètres. Il est possible que les deux quadriques 
doivent satisfaire à une condition invariante, et que le polyèdre 
dépende alors de A: -f- i paramètres. 



(') Voir rOuvragc de M. Max Brùgkxer {Vietecke und Vielflache, Leipzig. 
1900, p. aai ). 
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II. 

3. Considérons le polyèdre télragonal torique qui correspond 
aux valeurs p=i3^ q = 3 {/ig. 2). 




Il a 9 faces quadrangulaires 

B'C'C-B', C'X'k'C, 
B'C/GB, G'A'AG, 
BGC'B', GAA'G', 



A'B'B'A', ou a,b,c, 
A'B'B A , ou a\ b' , c\ 
AB B'A', ou a\ b\ c\ 



assemblées 4 p^^r 4 aulour de 9 sommets 

A , B , G , 

A', B', G', 
A% B\ G*; 

à chaque face correspond un sommet. 

Nous appellerons D le point commun aux trois plans a, b, c, ou 
encore le point de concours des trois droites A' A", B'B", C'C, et 
Ton aura de même les poiots D' et D"; les plans ABC, A'B'C, 
A^B^C seront désignés par d, d\ d". 

L'arête (a', a") ou BC correspond à Tarête A' A", etc. Nous 
appellerons X le point commun aux trois plans a, a\ al' ^ ou encore 
le point de concours des trois droites BC, B'C, B^'C, et l'on aura 
de même i)b et ©; les trois points X, iiî», G sont sur une même 
droite, intersection des plans rf, rf^ rf^, ou ABC, ..• On peut de 
même désigner par a le plan A A' A", etc.; les trois plans a, p, y 
passent par la droite DD'D". 
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Le polyèdre en q^ueslion semble dépendre de paramètres en 
nombre 3x9 — 9' ^" ^^' chaque face qnadrangiilaire donnant 
lieu à une condition; il dépend en réalité de 19 paramètres, Tune 
des 9 conditions étant une conséquence des 8 autres. En cfret, si 
Ton se donne une droite, 3 points ^lo, iilv, 3 sur cette droite, 3 plans 
d^ d!j cT passant par cette droite, et si Ton trace dans le plan d un 
triangle ABC dont les côtés passent respectivement en e^, ifl», 
€, etc., on a les 9 sommets d^ln polyèdre de l'espèce indiquée; 
or la figure ainsi construite dépend de 19 paramètres. 

Je montrerai que la quadrique S inscrite à ce polyèdre et la qua- 
drique S' qui lui est circonscrite sont liées par une relation inva- 
riante. Dès lors, si Ton se donne deux quadriques, la recherche d'un 
polyèdre de l'espèce indiquée, circonscrit à l'une et inscrit à l'autre, 
est un problème indéterminé en apparence, impossible en réalité 
si les quadriques sont quelconques, et qui ne devient possible qu'en 
devenant doublement indéterminé. 

4. Pour ne pas interrompre dans la suite le développement du 
calcul, je dirai immédiatement ceci : 

La quadrique inscrite S se présentera par son équation tangen- 
tielle, et la quadrique circonscrite S' par son équation ponctuelle ; 

(2) aa* 4- . . . -H a/riv -+-...4- 2/ar -4-. . .= o, 

(S') a'x^-\',,.'\-if'yz-h,.,-^%rxt 4-...= o. 

Soit pour UB instant 

(S) «JT* -h . . -h 2t/^^ -4- . . . -f- a/or/ 4- . . . = o 

l'équation ponctuelle de S; l'équation en X pour la combinaison 

XS4-S'=o 
est 

AX*-heX'-+-*x«4-e'X -hA'=:o; 

A se rapporte à a, 6, • • • , et Ton a avec les notations habituelles 

e = rt'Â4-...4- 2/F4-...4-9./ T-f-..., 

sans qu'il soit utile pour le moment d'écrire tous les termes de <l>. 
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Pour introduire les coefficients de .réqualion (S), rappelons 

que a^ b^ ... sont les premiers mineurs A, B, ... du détermi* 
nant 





a 


h 


f^ 


l 


= 




b 
f 


f 
c 


m 
n 




l 


ni 


n 


d 



mineurs alTectés de signes convenables. On a donc d'abord 

Ensuite, les premiers mineurs alTectés de signes A, B, ... sont 
simplement les produits de a, 6, . . . par o^, et Ton a 

e = <r»(aa'-4-...4-2//'-+-...-M//'-+-...) = ^*^» 

en désignant par Q la quantité placée dans la parenthèse. Enfin, 
Ton a 

et, par suite, 

en posant (Salmon, Géométrie à trois dimensions, p. 264), 



? = 



{ad 


-/» )( 


-^ (bc ~ 


-P )( 


-\-'){gnt' 


- hn ) ( 


-r-Jt(lc - 


-ng )( 


-h î ( mh - 


-Ib )( 


-^ligh - 


-a/ )( 


-^'xifd- 


- nin){ 



\ 
s 



o. Par analogie avec ce qui a lieu dans le plan pour les triangles 
de Poncelet, on peut s'attendre (et celte précision se confirme) à 
ce que la relation invariante annoncée au n" 3 soit 

v/X"±: v/5^± y/Vd^ y/'îr ^ o, 

ou, S| désignant la somme des À, ..., 



ou 



(Sf — 4S,)» -r,rA)/)/X'^ = o, 
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En întfoduisant S, 0, cp, et en mettanl alors 8' au lieu de A', 
on a enfin ... 

m. 

6. Nous prendrons comme tétraèdre de référence le tétraèdre 
D'ABC, D" étant, comme on l^a dit, le f^int de concours des 
droites AA', BB', GC; les plans des faces soDit é/, a", 6", c" ; on 
passe donc du point de vue ponctuel au point â^ vue tangentiel 
en remplaçant, par exemple. A, A', A" par a", a', a. 

Les neuf sommets du polyèdre sont : 

1" A, B, G, sommets de référence; 

2*» A', B', G', sur les arêtes de référence DA, DB, DG; 

3" A\ B", C\ 

Les neuf plans des faces du polyèdre sont ; 

i" rt", b", c", plans de référence; 

2" a\ b'y c', passant par les arêtes de référence (rf, a), ... ; 

3° a, b, c, 

7. On a les équations suivantes : 

{d') ou (A'B'C), ax-^by-^-cz-^-dt = o, 

(ûT) ou (A'B'C), ax-'rby-hcz'^ot = o, 

(D'JlaB'C), ax-\-by ->t-cz'\ y- ar = o, 

d'fi 
(D'ilbCA"), ax-it^by-^rcz-^- -^ y = o^ 

(D'e A' B'), axH-by-^cz-^^z=^o; 

outre les douze paramètres du tétraèdre de référence, on a les 
sept paramètres a, 6, c, o, a', b', c'. 
On a, pour le point A", 



ax 



_ jT _ i _ i_ 



_^6'— ce'— </'8 " b'" c''^ d' 
comme on le vérifie aisément ; nous dé/inirons une constante o' 
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par la relation 

(R) aa'-\- bb'^ ce'— dd' -^^ (d' 8 -4- é/8') = o, 

et nous aurons 

^ ^ aa-^dit'—d') b' c' d" 

OU encore, Téquation langenlielle de ce point est 

(A') a'u^-b'v-hc'w^ d'r-\- - (5'— d') u = o. 

a 

8. Après avoir considéré les sommets du polj^èdre, considérons 
les plans de ses faces. 

Les trois plans BCB^'C, ... ont pour équations 



X _ t y ^ z t 



ces trois plans se coupent au point D' dont les coordonnées sont 
a', Uj c\ d\ et Téquation tangentielle de ce point est 

(D') a' u -\- b' V -Jr c' w -\- d' r ^ o. 

Les trois plans B"C"B'C', . . . ont pour équations 

(et) ou (irCB'C) ax-^-by-hcz-^dt^ -7(8 — €/)ar = o, 

(b) ou (C^V'C'A') ax-hbjrH-cz-^dt-h 7,(8 — rf)j^ = o, 

(c) ou (A'B'A'B') ; 



le second plan, par exemple, passe au point A' pour lequel on 
a y = o, z := Oy ax -^ dt =: o, et il passe de même au point C; 
il passe au point A'"^, car on a 

(aa'-t- ^8'— dd')-^ bb' -^ ce' -^ dd! -\- d'B -- dd' = o 

en vertu de la relation qui définit la constante 0'. 
Ces trois plans se coupent au point 

<'^> f' = ^ = ? = r 

et c 
comme on le vérifie par cette même relation ; l'équation tangen- 
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tielle de ce point est 

On voit que Von passe des sommets aux faces du polyèdre 
en échangeant j: el w, . • . , a et a', . . • , S et 2'. 

9. Considérons la quadrique S' circonscrite au polyèdre consi- 
déré. Comme elle passe aux points A, B, C, A', B', C, son équation 
est de la forme 

{ax -Jr by -¥ cz'^dl)t -^ \yz -4- ^zx -f- Qxy = o. 
La section de cette conique par le plan A'^'B^C est sur le cône 

(rf — 5)-^ ^ -»- \yz-^ B<5ar-i-Cr^ = o. 

En écrivant que ce cône contient le point A'', on a 

(^ — 5)^i^_ kh'c'-\- Bc' I a' -H ^(^'— ^'')1 -+- G'/ In'-r- ^(ô- rf )1 = o 

ou 

(^— ô)rf'ï-f. A//c'-+-Bc «'-4-Ca'6'4- -(ô— rf')(Bc'-4-CA')=o; 

cl 

les points B'' ctC" donnent deux relations analogues, que Ton peut 
remplacer par celles-ci : 

7i b ^ r ' 

on conclut de là, en tenant compte de (K), 

A B C _X_ 

a'ibb'-^cc^aa) ~ b\ic^aa—bb') ~ c ( aa' -^ bb' — ce' ) "" €i'6V'* 

Si l'on pose 

p = bb' -4- ce — afi\ <y = , r — . . . , 

Féquntion de In quadrique S' est donc, en doublant, 

(S') 'xa b'e'i ax -+- by -+■ e z -^ lit )t -+- 'iVia' pyz -f- b' (/ zr -<- e' rTy)~o, 

)«f avant la valeur ci-dc$sus. 
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La quadrîque S inscrite au poljèdre a de même pour équa- 
tion langentielle 

(2) iabc(a'u -h b'v -f- c'w -h d r)r +-aÀ(a/?PMc ■+■ bqwu-^ criip)= o, 



avec 



X = 



dd'-hdà'—dB 



10. Comme les constantes 8 et 8', liées aux autres par la rela- 
tion (R), n'entrent que dans "k et )/, celte relation (R) équivaut à 
une relation entre X, V et les aulres constantes a, .. ., d^a'^ . . ., d'» 
Les expressions de V et de X donnent 

{\'-^d),d^— V,do'=dd{d^V), 

— \.do-h(\-^d).do'=dd(d -X), 



d'où l'on tire 



d^^dd 



d6' = dd 



, — 9.^' -h dk -h dd 
dk'-^dX-hTd^^ 

-2XX'-HrfV-+-rfrf' 



dk'-^dX-^-dd 



la relation (R) devient 



(R') 



4é/éf XX'— (rfX'-H rf'X)2:aa'= dd{dd'-^ "Lad), 



le signe S s'étendant à a, 6, c, ou encore 



(R') 



(4rfX'— 2aa')(4rf'X — Zad) = {idd -\- Saa')*. 



IV. 

11. 11 s'agit de vérifier la relation 



On a d'abord 












o 


Vc'r 


Vb'q 


db'c'a 


7^' — 


Vc'r 


o 


\'dp 


db'c'b 


— 


Vb'g 


Vdp 


o 


db'c'c 




db'c'a 


db'c'b 


db'c'c 


-xdb'c'd 



Divisons les trois premières lignes par Vb'c', Vc'a'^ Va'b', la 
XXXII. 19 
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dernière par a'b' c\ et multiplions les trois premières colonnes 
par a', b\ c', la dernière par 2)/; il vient 



0' 



a'»6'«c'«X'« 



I 
2 



o 

r 



r 
o 



P 



q p o 
aa' bb' ce' 



laa 

ibh\ 

'icc' 



A. cause de q -\- r=i laa'^ retranchons de la dernière colonne 
la somme des trois premières; nous avons 



8' 



a'«6'«c'«X'« 



o r q 
r o p 
q p o 



X (4rfX'— Saa'), 



le signe S s^étendant à a, 6, c. Finalement : 

^' = a'^b'^c'^W* X pqr X (Jidy — 'Laa' ), 

On a pour une expression analogue. Par suite, en tenant 
compte de la relation (R''), le produit S3' est un carré, comme 
cela est nécessaire : 

)/oî'=zabc.a'b'c',\l'.pqr x (idd' -^ 2 aa'). 

12. On a ensuite 



i e = abc ,a' b' c' {idd -\- Laa') 

-h XX'(aa>«-h 66'y«-f- cc'r'^). 



'X 



13. Reste le polynôme o. L*équation (S') manquant de terme 
en x^y y'^^ 5', Téqualion (S) manquant de termes en iC^^ v^^ iv', 
on a (fin du n^ 4) 

(5= /J/'î-i-... 

-+- li^gm — hn){g' m' — A'/i') -f-. . . 
2(/rf - m/i)(/' rf'— m'/i') -f-. . . ; 



la quatrième ligne contient les termes qui proviennent de la qua- 
trième et de la cinquième ligne dans Texpression générale de o. 
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On trouve, en développant, 

^ = {IV ->r mm'^ nn'-h/f-^ gff'-\- hh')^-^ 2K, 

avec 

K = —f'I^gm -+- hn —fl) — . .. — ... 

— m nf d! — ... — ... 

— /n' n'fd — ... — . . . , 

d représentant ici le coefficient de r^ dans Véquation (S), 
c* esi-à-dire 2 abcd\ elc; on en déduit 

^ = [a6c.a'6'c'2aa'-+-XX'(aa>* -+-... )]«-4-9.K, 
ou 

(p = /^i -labca' b' c' .ddy ^ iK. 

14. La relation à vérifier devient, en prenant le signe 4- devant 
le radical, 

aa6c.rt'6'c'.rfrf'.e-4a«6«c*.a'«6'«c'«.£f«ûr«— aK 
= labca'b'c'AWpqr X {idd -^ "Laa')^ 
ou 

^ ^,., , = dd'(^ --^abca' b'c' .dd')^\rpqr{7^dd' -hl.aa') 
abc, a o c 

= ^dd'labc.a'b'c'idd'-i- l.aa') -*- XÀ'(aa>«-f-. . .)] 
— X\'pqr{idd'-^I,aa'), 

Or on a, diaprés. l'expression de K donnée au n® 13, 

K = — W , abc ,a' b' c' [aa' p ( bb' g -h ce' r — aa'p) -h. ..-+-. . .] 
•+■ ^Xk'abca'b'c' ,dd'[aa'p^-\-, ..-+-. . .] 

ou, en remplaçant p -\- q -\- r par laa',, et en tenant compte 
de (R'), 

—7 TTT— » = — 'k'k'[aa'p{bb' q -h ce' r — aa'/?) -h. . .4-. . .] 

aoc m a u c 

— 2abc.a' b' c'iidd' .W -- dd'idd' -^ Zaa')]; 

il faut donc vérifier que le second membre de cette égalité ne 
diffère pas de l'expression 

idd'[abc,a'b'c'(dd!^Zaa')'hyj:(aa'p*-^.,.)]'->ù^'pqr('jLdd!-^Zaa!). 
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Les termes indépendants du produit W sont d^abord identiques. 
Il reste à vérifier : 

— aa'p{bb' q -{- ce' r — na' p) — . . . — . . . 

-f- '2Ldd\aa'p^-\-. . .-h. . . — ^abca'b' c') = — pqr{7.dd -^r'^^aa'). 

Pour les termes indépendants du produit dd\ si Ton pose 
d'où 

I 

on a. par exemple, 
bb'q-¥cc'r — aa'p = P(yh- a — P)-t-Y(*'^P~T^~*(?^"T~"*) 

et l'on doit vérifier 

— a(P-hY — «)(«-+-? — y) («— P-+-Y)""-------« = —pqrliXy 

ce qui est une identité. 

Pour les termes en rfrf', on doit vérifier 

or, le premier membre admet le facteur/?, comme on le voit en y 
faisant a = ^ + y^ ^^c* j ^^ ^^^ donc divisible par pqr^ et les deux 
membres de Tégalité ne peuvent différer que par une constante; 
ils ne diffèrent pas, puisque les termes en a' par exemple sont 
les mêmes. 



SUR QUELQUES GROUPES D'ORDRE p^ ; 
Par M. M. Potrow. 

Cette Note a pour but de rectifier et de compléter les résultats 
obtenus dans ma Thèse de Doctorat touchant les g^« (groupes 
d'ordre />*), et de réparer en particulier une omission de 
quelque importance, commise dans la détermination des types 
de figure (i i) (i 1 1 1) dans le cas dep >> 2 (Thèse, p. 94, 95). 

Il s'agit des types de gp*G ayant pour commutant le central el 
ne contenant pas de gp* de figure (iii) (n)* Leurs équations 



h 
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peuvent toujours (Thèse, p. 92) être mises sous la forme 

aP:=bP=i, cP^b^a^, dP=b?\ eP^b^\ /p=bP^, 

(a = o, 1), 

rf-> cd = c, e-* ce = cOf /-» çf = c6, c-* cfe = rfô^, 

J^^d/=da, /-^e/=e. 

Nous n'avons à nous occuper ici que du cas (Thèse, p. 98) a = i, 
^'011.8'' ou p'"^o. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la 
forme des équations de G est de la forme (Thèse, p. 76) 

ai = b^a^f bt = b^ï' al\ 

avec les conditions (Thèse, p. 89, 90, 91 , N désigne un non carré 
arbitraire) : 

J'=tOT(), Tj'=toNÇ, toN=±i, 

a7'=ti)N«^, j^'swNar, V^coNk, m's cdN'z, 

ar^swNy, y^stoa?", ^''^ww", u'"=toNA 

{ = ar-s' — zx' -h j^w" — If/*, r^ s a:a' — e^ -f- N (^-s" — ^7"), 

(Çî_-Nr^î)[(a:t— N^'XNV'-u"*) 



et il opère sur les exposants des équations de G une transformation 
définie (Thèse, p. 94) par 

{ -f- P, to>7i = a:, r, -f-PtwNÇ^Pa: -+- P> -i- ^'^ -4- ^'"1*, 

p; (oïj ^ ar*, P'; w N 5 s par* -^ P'j/ -h P'x" -4- P"^ w', 

P^Yi sNy, P7NÇ spNy-HP'a7'-+-P'a'-+-p''N-5'. 

Si Ton fait ^\ = p';= o, il vient 

x'^ y^ P'^'^- p'"a'« p'a'-H P'Ni'^ o. 

donc fi"^p'"r=o; ainsi on peut faire ^\ = ^"^:=z o toujours et 
seulement si P"= P'"= o. 

Supposons d'abord P" ou ^"^^o; en prenant 

T) = ^=:ar'=y=a'=o, 5 = 0? = -«'=1, 

p _H P'z 4- P'^as p'+ N ^'"z + P'u = o, 
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on peut faire ^i = ^\ = o, et le calcul s'achève comme dans la 
Thèse (p. 94, gS). 

Supposons maintenant P\ = p;= ^"^ P'"== o donc ^'^\ ^ o et 

L'élimination de Ç, t^ puis de x^y entre les quatre dernières équa- 
tions donne 

(b) N{p'p?-p«p;)H-(N«-p'p',)(?;~p') = o. 

C'est la condition nécessaire et suffisante pour que (^1, ^\) four- 
nisse le même type de G que (p, p'). 

Considérée comme une équation en ^^ Téquation (b) a des 
solutions rationnelles toujours et seulement si 

est carré ou ^ o. On pourra donc faire ^i == o toujours et seule- 
ment si (p'2 — Np2-+- N»)2— 4Nap'» que l'on peut écrire 

[(^' + N)«— Np«][(P'-N)«-Npî] 

est carré ou ^ o. 

Supposons d'abord cette condition remplie et soit ^1 = ^ = 0, 
la condition (b) qui devient (P', — P')(p'P', — N») :S o montre 

qu'il y a pour G types qui, en prenant pour N une racine 

primitive i de /?, correspondent à (Cf. Thèse, p. 94) 



Supposons maintenant (P'^ — Np^ -h N^)*— 4 N*P'* non carré, 
donc p^i^o, les types distincts de G correspondent aux sys- 
tèmes (P, p') vérifiant celte condition et tels que 

N(P'APi-P]iPi) + (N«-p;p;)(pi-p;)?io. h^k. 

Pour trouver le nombre des types de G, cherchons d'abord le 
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nombre des systèmes (^i, P\) solutions de (6). En posant 

^ = Pi - ' — ïf > y = Pi» 

{b) devient 

ar«~N^»3^'^[{P'«-Np«-hN«)«-4N«P'«] 

et l'on sait (*) que cette équation admet /> + 1 systèmes de so- 
lutions. Cherchons ensuite le nombre des systèmes (p, ,8') tels 
q„e (P'a— Npî»+N2)*— 4N2p'2 soit non carré, c'est-à-dire tels 

que [^ 1^*^-; j soit précédé d un non carré. L équation 

où c^ — I désigne un non carré et qui, en posant 

x = ?'-.cN, ^ = p, 
devient 

a comme précédemment p + i s^rstèmcs de solutions pour une 

valeur donnée de c. Comme c^ — i parcourt (*) T(/> + e— 2) 

(e désignant le caractère quadratique de — 1) valeurs distinctes 
auxquelles il faut ajouter la valeur — i si c = — i, il en résulte 

que c parcourt toujouri^ — — valeurs distinctes. Les — sys- 
tèmes (P, ^) que nous avons à considérer se répartissant en caté- 
gories de /? 4- 1 qui fournissent pour G le même type, il y a 

exactement pour G ^^ — ^J'P^s distincts. 

Dans la liste des gp« (Thèse, p. i64) il faut donc supprimer dans 

les types (27) celui qui correspond à p'=o et ajouter les 

types pour lesquels les seconds membres des équations sont 

I, I, 6Pfca, 6PÂ, I, I, c, ca^ cb, db^, da, e, 



( * ) De Séouier, Éléments de la théorie des groupes abstraits, n* 44. 
(')Ilyaj(/?-ht — 2) non carrés ^o suivis d'un carré jïfo (De Séquier, 
loc. cit, ). 
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Pa et pj^ parcourant pour A = i, 2. . . . , les -(/> — i) sjs 

tèmes de valeurs telles que Ton ait 

(W N PJ -f- N«)«— 4 N«p;« non carré, 



(h, A = 1, 2, ..., ^"Y-) 



LES Gp- (/> PREMIER) DONT TOUS LES G^-- SONT ABÉLIBNS; 

Par M. Pothon. 

1. Ayant rencontré dans ma Thèse de doctorat quelques tjpes 
de gpm (^p premier) caractérisés par cette propriété, j'ai élé 
amené (*) à chercher tous les g^» (/? premier) qui la possèdent; je 
me suis toutefois restreint aux groupes métabéliens. De nouvelles 
recherches m'ont permis de m'afTranchir de cette restriction et 
d'arriver à la détermination complète des g^» (p premier) carac- 
térisés par la propriété énoncée. Je les expose dans le présent 
travail, me bornant à rappeler (4) (5) les résultats partiels obtenus 
dans ma Thèse, afin de les relier (12) au résultat général. 

2. Outre les théorèmes de la théorie des groupes employés et 
cités dans ma Thèse (^), je me servirai principalement des sui- 
vants : 

I (■). Si G désigne le commutant et P le p. p. c. m. des /)'*"** 
puissances des éléments de G, le groupe CP est p. g, c, d. des 
gpm^i de G. G I CP est d'ailleurs abélieu principal. 

II (*). Soit a;y^(/= I, ...,v;y = I, ..., /?/) une base d'un g^« 
abéllen G;pourquun système d'éléments bif^ = Uij.ay!**^* formé 



{*) Thèse, n"" 17-24, p. 30-69, 109, 160, 162. (Paris, Gauthier- Villars, 1904.) 
Pour Ja terminologie et les notations, voir ma Thèse et de Ssouiin, Êtémentt 
de la Théorie des groupes abstraits. 

(3) Thèse, n-2. 

(») Bagxkra. /?. J, L. /?.. i89«. A, D. M. (III* série), t. II, p. 264. 

(*) Thèse, n- 14, p. %\, 25, 
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un système de générateurs de G, il faut et suffit que la matrice 
des X soit inod/> de rang Ini. 

III (*). Pour que tout diviseur d*un gpm non abélien G soit 
abélien, il faut et suffit que G | A soit principal d^ ordre p^ et 
que, en désignant par \ Ad, Ae j une base de G|A, c'est-à- 
dire par dj e deux éléments non permutables de G, on ait 
A= \ dP^eP^d~^e~*de \, En appliquant le ihéorème II, la 
deuxième condition s'exprime ainsi : d et e désignant deux élé- 
ments non permutables de G, la matrice des exposants des 
générateurs d^une base de A dans les expressions dP^ eP, 
d~^e~*de est mod p de rang égal au nombre des générateurs 
d^une base de A. On a d'ailleurs évidemment G = j rf, e |. 

3. Parmi les g^»» dont tous les g/»*»-' sont abëliens figurent évi- 
demment les g^4 et les g^»» dont tous les diviseurs sont abéliens. 
Ces groupes ayant été déterminés (^), je les laisserai ici de côté et 
je désignerai toujours par G un gp^ (^p premier, m > 4) dont 
tout gp'^* est abélien et dont un gp^^^ au moins n'est pas abé- 
lien. Soit alors Kzj (y = i, . . ., jjl) un système de générateurs in- 
dépendants de G I A, je disliuguerai les deux cas : |ji >> 2, [x = 2. 

A. Soit d* abord [x > 2. Quel que soit y, les 

Gy/fc= \k,zj,Zk\ {A:=i, ...,y— Ï1y-^-l7 --mI^) 



sont tous << G et ne peuvent être tous abéliens sans quoi Zj serait 
dans A. Soit G' nn Gy^ non abélien; G' est d'indice /> dans G et a 
tous ses diviseurs abéliens, G' peut donc (n° 2, théorème III) être 
engendré par deux générateurs d^ e\ son central A^est 

(on a d'ailleurs A'^A), et G s*oblienl en adjoignant à G' un élé- 
ment/* tel que/ÎP soit dans G'. On a donc 

G'= i rf, e ; = { A, rf, c |, G = { rf, e,f\ = } A, rf, e,f\. 
En considérant les trois groupes j A, rf, e |, | A, rf,/|, | A, e^f 

(') Thèse, n» 13, p. a^. 

(M Thèse, n" 13-lG, p. 33-3o. 
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doDt tous les diviseurs sont abéliens, on voit quedP, ^^f/^ sont 
permutables à rf, e, /, donc dans A; fP qui appartient à G' appar- 
tient donc à A'; or A' d'indice p^ dans G' est d'ordre p"^'^ ; /étant 
hors de G' et par suite de A', j A',/{ est d'ordre /?'""2 donc abélien, 
donc A'<A. On a donc A^=\et j G^A\=p^. 

Les groupes j A, rf, e j et j A, rf,yj sont abéliensou métabéliens; 
dans ce dernier cas leurs centraux respectifs contenant A et étant 
d'ordre /?"*"' sont égaux à A. Les trois groupes )A, rf, ^j, 
1 A, d,/î, I A, Cy/l élant ou abéliens ou métabéliens de central A, 
G est métabélien. U hypothèse [x > 2 ne fournit donc que des 
types déterminés dans ma Thèse (• ). 

5. Soit désormais |jl = 2, G=|A, e,y{; le groupe non 
abélien je,/} est dans G d'indice ^/>. Laissant de côté le cas 
! ^'if\ < G traité dans ma Thèse (^), je supposerai } e,/î = G, 
d'où CP = j G, e/*,/P j, donc (G, CP)^/>^; comme d'autre part il 
faut (G, CP) >/? sans quoi G serait cyclique ('), o/i a(G, CP) =/?* 
et CP est abélien. Soit alors e~^f~^ef=^c\ si A contient c, le 
commutant est | c j et G est métabélien; ce cas étant traité dans 
ma Thèse (*), je supposerai que A ne contient pas c et je distin- 
guerai deux cas suivant que le commutant C est cyclique ou non. 

6. Supposons C cyclique = j rf j ; soit 

f-^ef^ed^ (rfShorsdeA), e-^de = d^, f'^df=:d?] 

on en tire 

Comme CP est abélien, il faut que d soit permutable à eP, fP ; donc 

( ' ) Ces types sont de figure ( j 1 ) ( 1 1 1 ) ou ( j 1 1 ) ( 1 1 1 ). Leurs équations seront 
données au n* 12. 

C) Thèse, n* 17, p. 3o-3i. Cette hypothèse conduit à des produits directs et à 
un type de figure (r«2) (11) dont les équations seront données au n« 12. 

(*) BuRNSiDE, Theory of groups, n** 62, 63; De Séquisr, Éléments de la 
théorie des groupes abstraits, n» 137, p. ii5. Le théorème complet est : ung^mG 
ayant un seul g » est cyclique, sauf si l'on a à la fois p t= 2,s = if m^Z^ auquel 
cas G est cyclique ou dicyclique, L^exception ne peut se présenter ici où 
* = m — i> 3. 

{*) Thèse, n* 17, p. 32. Ces types sont de figure {rs) {22). î^urs équations 
seront données au n" 12. 
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que d^^= d?''= d. Comme les groupes j CP, « j = j rf, <?,/P j et 
j CP,y*j = i dy ePj/\ ont tous leurs diviseurs abéliens, il faut que 
dP (et non d^), e'*', /^' soient permutables à e,/; donc que 



.o-r — r .0 



dP^=dP?=d, d *-»=rfT^^ = I, 8pz^0, 

en sorte que l'on peut supposera = i. En désignant par />Y Tordre 

de d il faut donc 

a/»* I ftp* I 

a = P= I mod/?Y-S a/»= ^f— i raod^Y, — r =omod/?Y. 

Il faut donc d'abord Y> i, car, en supposant y= i, les condi- 
tions a/*^ ^^ 1 exigeraient a ^ p ^ i et rf serait normal con- 
trairement à l'hjpolhèse. Posons alors 

a = I -^ A/)Y-S P = I -f- kp1-\ hoM k^o\ 

on en tire (*) (sauf si py~^ = 2, auquel cas y = 2) 

a/*' = iH- A>Y+> , P/»' = I -+- A:'/>Y-»-» , A' ou k'^o; 

les conditions — — — ^ ^^ ^ o mod/>Y exigent donc y £2. On 

a donc toujours y = 2 et rf est d'ordre p'^. 

Un élément quelconque de G étant de la (orme f^e^d^ est dans A. 
toujours et seulement si 

d'où 



— o, 



el par suite ^ ^ s ^ o; tout élément de A est donc de la forme 
fP^ePyd^\, donc A divise CP. D'ailleurs le p. p. c. m. des commu- 

( 1 ) Si gT = 1 4- A/?? {p premier ne divisant pas A, p = i), on aura 

gT'f • j= I -h /?«+? -^1 ( /Le H- A:/; ) 

(â? premier à /?, y; = o sauf si Ton a à la fois /; — 3, p = i, 5 ^i auquel cas y; est 
l'exposant de la plus haute puissance de 2 divisant /i + i). [De SÈatJiER; Élé" 
mentSy n* 25, p. 28, note (').] 
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laleurs de eP^ fP^ d avec e, / divise i dP \ et par suite A ; CP | A di- 
vise donc le centrai de G | A; comme CP| A est d'indice p^ dans 
le groupe non abélien G|A, CP|A est exactement le central 
de G I A et CP est le deuxième central de G. 

7. Cherchons à déterminer G|A. Soit d^abord p> *i. On a 
toujours r H x/qJT? ^omod/>^, donc eP et fP ne sont pas 
normaux; ils sont d*ailleurs indépendants mod A, car, si 

//»= eP mod A, 

fP permutable à e et y serait normal; ainsi A est d'indice/)^ dans 
I A, eP^fP \ ; je dis que A est aussi d'indice/?^ dans 

C?=\k,ePjp,d\, 

c*est-à-dire que d est dans | A, eP^fP |. Dans Th^pollièse contraire 
en effet A est d'indice/?' dans G, on a mod A 

cÇ = cf = £//»=!, eP^2^, fp=Cu 
rf-ï Cl rf s e-* Cl e =/-* cxf^cu d-^ c^d^ c-* Cj c = /-> Cj/s Ct, 

c-i de =/-! df s d, /-* ef^ed; 

* 

et Ton a dans G, en tenant compte de toutes les conditions et hy- 
pothèses, 

aP^i^ dP=ay ePs=Cif fp = Ci, 

d-^Cid-= e-^cxe = Cu f^^Cxf =i c^a^ 

d-^Cfd = Ctt c'*cjc = Cja->, /"*Cj/=Ci, 

c-> de = da\ /-« d/ = da^\ /-» c/= ed, (X ou X' ^ o). 

Tou t élément de G est donc mod A de la forme /^e'^d^c^c^; A étant 
d'indice/?'^ dans G il faut que Téjialilé /*'e"rf^c^c^ ^ i mod A en- 
traîne X ^y ^ z^ u^v^o. Or celte condition n'est pas rem- 
plie, car dc\c~^^' est normal. Ainsi G | A e5/ de figure (ii)(ii); 
comme eP ei/P sont indépendants mod A, un seul des types d'ail- 
leurs connus (*) des g^« convient, et les équations de G|A 
peuvent s'écrire 

cP^dP^iy eP^Cy fP^d ) 

, ] mod A. 
d'^cd^e'^ce^f'^cf^c, e-^de ^/-^d/^d, f'^ef=ed 

(') De Srouibr, Éléments, n« 148, p. i3o. 
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Soit mainienant /? = 2. On a 

f-^e^f= e»€f«^S f'*ef^= erfP+S (a, p = i, 3). 

On ne peut avoir a = p = ! , car d serait normal. Sî l'on a a = i , 
P== 3, /'^ est normal et CP = | A, e^, d |. Le g2'»-» 



a^ant tous ses diviseurs abéliens, on a | e^^f, d\ = |/, d |, donc 
e'^ est de la (orme /^ d-^ ; la condition de permutabilité e"* e^e = e^ 
exige 5^0, et la condition /"*e^/=e*rf* exige a: ^ i ; e* est 
donc dans | A, rf j et A est d'indice 2 dans CP = j A, rf |. G | A e5/ 
donc de figure {\){\\) et a des équations de la forme 

rf«=i, e^^d\ /•=!, e-^de^f-^df^dy f-^ef^ed, modA, 

ywe /'o/i /?eM^ toujours ramener à la forme (obtenue dans l'hy- 
pothèse a = p = 3) 

8. Achevons de déterminer G. Soit d'abord p> 2. Les con- 
ditions d'ordre et de figure, jointes aux conditions nécessaires 
déjà trouvées, donnent 

c-î d'^ cd = C-* c-« ce = rf"»/"* rf/ = 1 , 

Un g;,«-« quelconque de G est 

Gza=ÎCP,/«e=} = { A,c, rf,/*e«{ (z ou m?^o); 

on voit directement que Ggu {z ou u^o) n'est pas abélien et a 
pour central | A, d^c* j. Alors pour que tout g/»»*-» de G soit abé- 
lien il faut et suffît que tout Gzu{z ou u fé o) ait tous ses diviseurs 
abéliens, c'est-à-dire que Ton ait pour tout système de valeurs non 
simultanément ^ o de z, u 



j A, rf"c- j = j c/*, dP.fP^eP^, d-P^, dP** ! 

I 



= j c/», dP.fp»' eP^\=^\ cPy dP, d'^c^azu }, 



azu étant dans A. Comme A est d'indice p dans [ A, rf^c* j, comme 
i cP, dPy dP"cP^a^j^ j ou } cPy dPy aj„ ! divise A et est d'indice/? dans 
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\cP,dP,d''c'azu\^ i'égalilé \\,d''c^ \ = \cP^dP,d''c'azu\ équi- 
vaut à A = I c^, rf^, af„ j> exige que Uzu «oit dans \cPydP\ et 
équivaut par suite à A == j cP^ dP \, Ainsi pour que tout gpm-tdeG 
soit abélien il faut et suffit maintenant que K = \cPydP\\ A 
étant par suite de figure (5) ou [s i), G est de figure (s) (1 1) (i i) 
ou {s 1) (11) (1 1). 

Parmi les types tous connus (*) de figure {s){i i)(i i) un et un 
seul satisfait aux conditions énoncées; ses équations sont 
{lype U -2) {'). 

aP'=iy bP= a, cP = aP"\ dP= by eP=zc, 
C-* bc = rf-« bd = 6, c-« be = baP*^*, 
d~^ cd = ca-P''^ e-^ ce = c, e-* de = de. 

Si G est de figure (5i)(ii)(ii), ses équations peuvent s'écrire, 
en tenant compte des conditions dWdre et de figure et changeant 
un peu les notations, 

aP'=bP=:i, cP=bf^a*, dP = b?' a*' p"-\ 

eP=c, /p=zd?'a^', 

d-^ cd = e-» ce = c, /-» cf = cbP'a^'p'-\ 

e-« de = db-Va-^'P"", /-» df = d, /-i ef = ^^f. 

La condition A=)c^, rf/'j qui équivaut à ap' — pa'/>'"«^o 
montre que Ton peut prendre cP pour a et dP pour 6, c'esl-à-dire 
faire a= ^'= i, p=:a'=o; en prenant ensuite a*"/*?' pour a, 
ca"?' pour c, ec~P* pour e, /rf'P'c"** pour /, on peut faire 
a''= p"= o. Donc pour chaque valeur de s un gpn* et un seul 
défigure (5i)(ii)(ii)a tous ses diviseurs d* indice p^ abéliens; 
ses équations sont 

aP'= bP=^ï, cP= a, dP= b, eP= c, fP = d, 

d-^ cd = e-^ ce = c^ f-^cf^ cb^ e-^de = elb-^^ 

f-^df^d, f'^ef^ed. 

Soit maintenant p=z 2. Les conditions d'ordre et de figure 
de G jointes aux conditions nécessaires précédemment trouvées 



(*) Thèse, n* 11, p. 17-31, 167; De Séouier, Étéments, n* 158. 

(') Ce type, présente par erreur IMqualion dP = i bu lieu de dr = c. 




- 307 - 
donnent 

Un g2"»~t quelconque de G est 0^^= j A,rf,/*e-^j [yoxxz^ i); 
Gyz est non abélien toujours et seulement si ^ ^ s, et en ce 
cas G^, a pour central A. Alors, pour que tout ga«»-« de G soit 
abëlien, il faut et suffit que tout (jyz{yf^z) ait tous ses divi- 
seurs abéliens, c'est-à-dire que l'on ait, pour tout système y^ z 
vérifiant y ->r z^ i , 

Donc, pour que tout ^u»-« de G soit abélien, il faut et suJfU 
maintenant 

A étant par suite de figure {s) ou (51), G est de figure {s) (i) 

(II)(5>I)0U(5I)(1)(II). 

Les ga»+» de figure (5)(i) (i 1) (*) et les g2'+« de figure (51) (i) 
(1 1) (^) sont tous connus. Les conditions trouvées montrent que, 
pour chaque valeur de s, un g2'^* de figure (s) (1) (1 1) et un 
seul (5 > 1) dont les équations sont 

aï' = i, 6»=a«'-', c'=rf* = a, c-^ bc = d-* bd = ba*'-\ d-^cd = cb 

ainsi que deux g2»+* de figure {s 1) (i) (i i) et seulement deux 
dont les équations sont (types 22) 

a«'=6«=i, c«=6, ûf«=a(»), e»=6P'a {^'=0,1), 
* éf-* cd = C-* ce = c6, e^^de = de 

ont tous leurs diviseurs d'indice 4 abéliens. 

9. Supposons maintenant C non cyclique, et soit 
e'*de = db, f-^d/=dc, /-««/= erf, e-^ce=:cc\ f-^b/=bb\ 
L'égalité /-* e-« de/=/'' dbf donne 

b'=2C'\ 

(<) De Séquikr, Eléments, n» 150, p. i3o-i32. 
(') Thèse, n» 9, p. ii-i4» i^g- 

(3) Dans ma Thèse, l'équation indiquée (p. i5G) pour le type 21 de la figure 
(si) (i) (11) est par erreur rf» = i. 
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soit donc 

b'==c'=a. 

Les deux groupes | CP, e î = | C, e,//»] et |GP,y j = \C,ePyf\ 
ont tous leurs diviseurs abéliens, donc a, 6, cP^ dP^fP* sont per- 
mutables à e, et a, bPj c, dP^ eP^ sont permutables à /*, en sorte 
qae a, 6'', c'', dP^ ^''N/''' sont normaux; on trouve d^ailleurs par 
récurrence 

il faut donc 

aP = 6/» = c/» = rfp" = I . 

Comme d nVst pas normal on peut supposer par exemple 6 p^ i , 
il faut donc j CP, ^ j = j rf, ^ j, donc c est dans \d,e \; soft 

Tégalité e~' ce = ca donne 6P = a, d'où 

6? = a = I 

(si a ^ I, 6 ne serait pas normal et il faudrait ^ ^ o, en sorte 
que 6? ne pourrait être normal). Ainsi b et c sont normaux 
et C = j 6, c, rf I, d non normal ne pouvant être dans 1 6, c j. 
Tout élément de G peut s^ écrire f^e^d^cyb^\ cet élément sera 
normal toujours et seulement si 

ce qui exige « ^ i^ ^ o, donc A divise CP. 

Pour la suite de la discussion, je distinguerai deux cas^ suivant 
que G contient ou non hors de CP un élément f^ey permutable 
à tout élément de C. 

10. Dans la première de ces deux hypothèses, on peut 
prendre cet élément pour/*, c'est-à-dire supposer c=i. Alor$ 
C= I 6, rf j et tout élément de G peut s'écrire J^e^dyb'. De 
I CP, e î = } rf, e ! on lire 
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et la formule J~PefP r=: edP donne 

ce qui (C n'étant pas cyclique) exige 6~P= dP=^ i. Ainsi dP=: i, 

et C est un gp* principal. Il faut /) > 2 ; car, si )[> == 2, on a 

y*"*e^/= e'-'ô, le g2*-' !^^l^>/i contient le diviseur non abélien 

l«^/j,el^onaie^/l<|CP,/j;si, ene(ret,le»,/j = jCP,/i, 

d serait dans \e'^^f\ donc de la forme /Yg^p^a et permutable à e^ 

et à y, ce qui exige ^ ^ y ^ o, d serait donc normal contrairement 

à l'hypothèse. 

Soit donc 

P > >• 

Tout élément de G pouvant s'écrire mod A/"r/-(?>*, G/A est en- 
gendré par Arf, Ae, A/, et comme on a 

ciP= eP^/P^i, e'^de^/-^d/= d, f-^e/^ed mod A, 

G/A est de figure (1) (i i). On a 

CP= \b,d,epjp\; 

mais//^= ^Yfea, er, la formule/""* rf/^= rf exigeant y ^ o,//* est 
dans \eP,b\; ainsi CP = j6,rf,e/'( ; un g^»^» quelconque de G 
estGy^z= \bf d,eP,/^ e^\ (y ouz^o); G^, est non abélien tou- 
jours et seulement si^ ^o, et en ce cas Gyz a pour central A, 
car Gj, ^-A et (Gy.gjA)=p^. Pour que tout gp'^* de G soit 
abélien il faut et suffit que tout G^.^ {y ^ o) ait tous ses divi- 
seurs abéliens, donc que Ton ait, quels que soient y (p^ o) et ^, 

A= \if-ey)p, d-i{/-ey)-id/-ey\ = \fp^epy, hy\ 

on, en tenant compte d^ fP=i eP'^b'^^ (/ue Von ait, quels que 
soient y[fào) et z^ 

A= {ePty+Y^), by[. 

Il faut donc A=}^'',/>{, en sorle que G est de figure (5)(i) 
(i i) (5^ i) ou (.ç i) (1) (i 1). Je laisse de côté le cas où eP est 
dans &, donc A d'ordre p et G d'ordre /^*. Alors, pour que Von 
ait y quels que soient y (^ o ) et z, 

Jtf/>, t}[ = ]ePO^y^\ by[ 

XXXII. Jto 
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il faut et sujjfit que y ^ o, c'est-à-dire que fP soit dans je''', 6 j. 
Les gp»+« de figure (5) (i) (i i) (*) et les gy,«+4 de figure {s\) (i) 
(1 1) (2) sont tous connus. En tenant compte de toutes les condi- 
tions, on voit que, pour chaque valeur de 5, un gp>+» {p^^)de 
,/fgure (s) (i) (} \) et un seul (5 >• i) dont les équations sont 

«/''=!, 6/'=I, CA'rsa, dP=z\^ 

c-^bc = baP"\ d-^bd—b, d-^cd = cb, 

ainsi que trois gp'+* (p > 2) de figure {s \) {}) {\ \) et seulement 
trois dont les équations sont (') 

aP'=zbP=zi, cP=zi, df'== a, eP = b^ (^ = 0, i,N), 
d-^ cd= cb^ e-* ce = c, e~* de = de 

ont tous leurs diviseurs d* indice p^ abé liens. 

H. Supposons maintenant qiC aucun élément de G hors 
de CP n^ est permutable à tous les cléments de C=j6,c,e/!. 
Comme 6 et c sont normaux (9), il faut et suffit pour cela 
que G n'ait aucun élément hors de CP permutable à rf, c'est-à- 
dire, comme ^"^'/""^rf/'^e^ = rfc*6^, que b et c soient indépen- 
dants. A n^est donc pas cyclique. 

Comme |CP, ej et jCP,/j ont tous leurs diviseurs abéliens il 
faut |CP,et = irf,ej, lCP,/j==trf,/i; ainsi e/» est dans j^^/t 
et par suite de la forme /TrfPc*,/^ est dans \d^e\ et par suite 
de la forme eX d^'b^'. En tenant compte des formules 

e-PdeP = f-PdfP— d, f-^ePf= ePdPb^, f-PefP= edPc^ 

et des conditions de permutabilité 

e-^ePe = eP, f-^fpf:^fp, 

on voit qu'il faut 

Ysy'=o, {dPc^)-'(P~'b^ = {dPb^)rP 'c^'=i, c? = dPb^, b"f^'—dPc^, 

d'où en éliminant dP^ 

c?-He£>?'46= I, donc ^-he = 3'-+- E==o. 



(») Dk SëQUIBR, Éléments, n* 150, p. i3o-i3j. 

(') Thèse, n* 9, p. 11-14, *^^>- 

(') Ces lypcs onl élr par erreur omis dans ma Thèse, p. i3, i.')(î. 
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Si donc /? > 2, il faut p ^ ^'^ o, rf/'ss i ; le commutant est 
un gp* abélien principal. Si p=: 2^ il faut ^ ^ ^'^ i , d^= bc] 
mais G a toujours des diviseurs non abéliens d^ indice 4, on a 
en effet |rf,/<?| <C|GP, /e j, car, si jrf,/ej = jCP,/et, e^ serait 
dans \d^fe\^ donc de la forme (feydT{cbYy la condition 
e''^de^=d exigerait ^ ^ o, et, (fey étant normal, la condition 
f''^e^/=e*d'^b = e^c exigerait by=c^ ce qui ne se peut. 
Soit donc 

P> 2. 

Tout élément de G peut s'écrire mod X/^e^d", donc G/A est 
engendré par Ad, Ae, A/; on a d'ailleurs mod A 

donc G/A est de figure (i) (ii). Un g;,»»-» quelconque de G 
est G^a= \CP^f^ey\jy ou z ^ o; d'après les hypothèses faites, 
G^, (y ou z^o) n'est jamais abélien et a pour central A, car 
G^, > CP > A, (G^^^A) =/?^. Alors, pour que tout gp^-* de G 
soit abélien, il faut et suffit que lout G^^ {y ou z^o) ail tous 
ses diviseurs abéliens, donc que Von ait pour tout système de 
valeurs dey^ z non simultanément ^^ o 

A = \(f-ey)P, d-^(f^ey)-^dpey^^ = \fP^ePy, c^by]^. 

Il faut donc A=\eP^b\=^\fP^c\\ A, n'étant pas cyclique, est 
de figure (5 i) et G est de figure {s 1) (i) (i O* ^" Içnant compte 
des diverses conditions trouvées et changeant un peu les nota- 
tions, les équations de G peuvent s'écrire 

aP*=bP= i, cP—\, dP=bPa^, eP=b?'a*\ 
d-^cd = cbV-a^n'~\ e-^ ce = côl^'a^' /'*"', e-^de = de, 

avec les conditions 

ja, 6{ = jé»?r+P'-a«r^a'-, 6l^r+ïA'=a(V+A'z)/i»-'| (j ou z^o)\ 

la deuxième équivaut (n^ 2) à 

{%y ^ ol' z)(ixy -^ lx'z)-^(^y-h^'z)(ly-^l'z)p'-i^o (^ ou z ^ u) 

et exige s = i; G est donc défigure (11) (i) (11); la premirrc 
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condilion montre que l'on peut prendre b^a^ pour a, b\^' a*' pour b, 
c'est-à-dire supposer X= pL'=:= i , )/= pi = o; la deuxième condi- 
tion devient alors 

P7*-^ (?'— «)r- - a';ï»?é o (yonz^ o) 

et équivaut à 



(x— P')»-f- 4?»' non carré. 

Ainsi les J (/? + i) gp^ {p > 2) de figure (i i) (i) (i 1) vériKanl 
celle condition, dont les équations sont (*) 

aP=s bP=i, cP=i^ dP=b^ eP=b?'a'^\ 
d-^cd = ca^ 6*-' ce = c6, e-* de = dc^ 

et ceux-là seuls ont tous leurs gp^ abé liens. 

12, Ainsi l'ensemble des g^»» (/? premier, m > 4) dont tous 
les g/»»^» sont abélîens sans que tous les g^i»»-» le soient el qui ne 
sont pas produits directs comprend : 

un type de figure (r^a) (11) (r^5^i)(^) 

(i) aP'—bP'=zcP*—\, dP=a^ eP = b, e^^de ~ ecP\ 

un tjpe de figure (5 i) (i 1 1) {m > 5, donc s> \) (*) 

(a/^*=^P = i, cP=b, dP=i, eP—a, 
( 2 ) • 

\ d-^cd= c, e-» ce = caP"~\ e-» e/c = ûf6 ; 

^(/? 4- 3) types de figure (i \) (1 1 ») (/w =1 5,/> > 2) (*) 



d-^cd = r, 
e-*ce = rrt, 



(5) 



(3) t cP=i, dP=a, eP=b-\ 

(4) aP=ibP=\y ] cP=zb,dP=a^, eP= i, 

(•) Dr SÉouiKn» Éléments, n* 157, p. i^i. 

(') rA^sé», n*17. 

(») Thèse, n» 10, type (7) de la figure (ii) (m) (5>i), p. ifio. 

( » ) Thvsc, !!• 10. 
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deux types de figure (i i)(i 1 1) (m = 5, p = 2) (*) 

(6) / rf^=a, e^=a, \ 

(7) ( rf*= &a, e'= I, / 

^ (/? -h i) types de figure {s 1 1) (i 1 1) (p > 2) (2) 

e-^de^d, f'^df^db, f-^ef^ec\ 
un type de figure (51 1) (i 1 1) (^ = 2)(') 

^^^ I e-^de^d, f-'df=db, f-'efr^ec) 

un, deux ou trois types de figure {rs) (22) (/•^5^2) (*) 

(10) / rf-ïcrf=c6/'-\ (r^5); 

(11) a/''^= 6^»*=!, cP^rr: 6, rf/^'in a | d-^ cd — cbp""* ap'^'*^ (r—i^s); 
(i?) { d'^ cd = caP''^ <r—ï>s); 

un type de figure (5) (i) (11) (5 > i , /? ]> 2) (n" 10) 

( aP"=bP=t, cP=a, dP—i. 

^' ^ 1 c-ï6c = ^»rt/'*-, d'^bd=b, d-^cd = cb', 

un type de figure {s) (i) (11) (5]> i, yo = 2) (n® 8) 

(i4) a«'= 6«=i, c»=€/«=:a, c-^ bc =1 d-^ bd r= ba^*-\ d-^cd -cb\ 

trois types de figure (51) (i) (i i) (/>> 2) (n" 10) 

aP*=zbP=zcP=i, dP=a^ ef*=b? (^ = 0, i,N), 
rf-i c«^ = cbf e-^ce = c, €-* de = cfc, 

( » ) r/iè5C, n* 19, p. 40. 

(2) r/ièse, no»20-23» types (i)et (2) de la figure (* 11) (m) (« > 1), p. iGi, 
types (26) cl (27) de la figure (m) (m), p. 162. 

(*) r/icse,n- 20-23, type (3) de la figure (*ii)(iii) (»>£), p. 161, type (3o) 
de la figure (m) (m), p* 162. 

(♦) Thèse, n« 2i, types (i), (2), (3) de figure (n) (2a), p. if>3. 

XXXII. ao. 
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2(7^ H- i) types de figure (11) (i) (11) (/;>'2, m = 5)(n*H) 

iaP=z bP=z cP= i, dP=by eP=b?a^, 
d-^cd = ca, e-^ce = cb, e-^de~dc; 
deux types de figure {s i) (i) (11) (p =z 2) (n'* 8) 

I d-^cd = e-^ce = c6, e-^de = rfc, 

un lype de figure {s) (i i) (i i) (/> > 2) (n" 8) 

i aP'=ij bP= flf, cPz=aP'~\ dP^ b, eP ^ c, 
ri8) I c-ibc = d-^bd=zb, e-ibe = baP'~\ d ^cd = ca-P'-\ 

un type de figure (^i) (i i) (i i) (/>>>2)(n"8) 

Ia/''= ^/>== I, cP = a, dP= b, eP= c,fp= d, 
d-^cd = e-ice - c^f-^c/^ cb, c^de = db-^,/-^df = d, 
/-» e/ = éd. 

SUR LES FONCTIONS EHTIËRES DE GENRE FINI; 
Par M. Georges Remoundos. 

1. Dans un travail, qui a paru récemment dans les Arkiv for 
malemalik^ astronomi ochfysik utgifvet af k, svenska Vetens- 
kapsakademien (Band 1) sous le litre Sur le cas d^ exception 
dans la théorie des fonctions entières, M. A. Wiman a signalé 
un certain défaut dans le complément apporté par M. Maillet (*) 
au théorème bien connu de M. Hadamard sur le module minimum 
d'une fonction entière. Ce défaut consiste en ce que les cercles 
décrits par M. Maillet autour des zéros avec un rayon constant, 
donné d*avance, peuvent recouvrir tout le plan dans le cas où le 
genre est supérieur à zéro, et alors le théorème n'aurait pas de 
sens. 



(») Voir Journal de Af. Jordan. 1902. ^ur les fondions entières et quasi- 
entières 
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M. Wiman remplace le ihéorèmc de M. Maillet par le suivant : 

Si l'on décrit autour de chaque zéro a,t un cercle de rayon 
égal à /'yj'*, k étant un nombre aussi grand que Von voudra, 
tous les points du plan, qui sont à V extérieur de ces cercles ^ 
satisfont à V inégalité 

F (3) étant la fonction entière et p son ordre. 

M. Wiman ajoute renoncé suivant : 

Si Von exclut sur la circonférence de rayon r assez grand 
des parties dont la somme est inférieure à une partie quel- 
conque (arbitrairement petite) des arcs restants, tous les autres 
points satisfont à V inégalité (1). 

En étudiant quelques propriétés (') des fonctions à croissance 
régulière j'ai eu l'occasion de me servir du théorème de M. Ha- 
damard complété et j'ai constaté que la démonstration même que 
donne M. Maillet dans son Mémoire permet d'établir une pro- 
position plus précise que celle de M. Wiman. 

En effet, M. Maillet, suivant l'ordre d'idées de M. Borel, montre 
que si l'on décrit autour des zéros «i, «2? • • «i ^m (^) des cercles 
de rayon r^, l'inégalité 

(9.) \F{z)\>e"^-^ ((x = p-M,) 

sera satisfaite, s'il en est de même de l'inégalité 



(3) 



?.'' ( log — h loc'z H ) < rî. 



Or, cette dernière inégalité est satisfaite dès que Ton prend 

T^ = «-'•** avec Es < e. 



( ' ) Voir Comptes rendus, 10 juin 1904 : Sur le cas d'exception de Af. Picard 
et les fonctions multiformes. 

(-) Je ruiiscrvc ici 1rs notations <lc M. >fiiillcl cl je prie le lecteur de s'y 
reporter pour la signilîcalion de l'entier m. 
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Ktudions maintenanl les arcs qui seront mis à part, sur la circon- 
férence de rayon r, par les cercles exclus de rayon e"'"'*. 

Chacun de ces arcs sera évidemment inférieur à la circonférence 
du cercle exclu, qui lui correspond, et dont la Içngueur est égale 

D'autre part, le nombre de ces arcs est égal à m, qui est inférieur 

à (ar)^; donc, la somme lolale des arcs qui seront exclus est 

inférieure à 

.2ff+i7tr<'c-'*««< c-'*> avec e3<6|. 

On en déduit immédiatement le théorème suivant : 

Si l'on exclut sur la circonférence de rayon r, asses grand, 
certains arcs de longueur totale inférieure à 

a étant un nombre positif quelconque inférieur à e, tous les 
autres points de la circonférence satisfont à l'inégalité 

Ce théorème est visiblement plus précis que Ténoncé analogue 
de M. Wiman. C'est là, semble-t-il, la précision la plus extrême 
que Von puisse exiger du théorème de M. Hadamard. 



COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



SÉANCE DU 6 JUILLET 1904. 

PRKSIDBNCE DE M. BIOCIIE. 

Communications : 

M. R. de Monlessus : Sur la résolution numérique des 
équations, 

M. Zervos : Sur les séries ordonnées suivant les puissances 
d'une fonction donnée. 

M. Remoundos : Sur les points singuliers des équations dif- 
férentielles. 



^ 
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SÉANCE DU 20 JUILLET 1904. 

PRÉSIUENCË DE M. CARVALLO. 

Co m m un ica t io n : 

M. Carvallo expose les grandes lignes d'un ouvrage sur TEIec- 
tricîté qu'il va publier prochainement. 



SÉANCE DU 3 NOVEMBRE 11)04. 

PRKSU>BNCK UK Bl. CARVALLO. 

Communications : 

M. Fontené : Sur l'extension à l* espace du théorème de 
Poncelet, au moyen de polyèdres de genre un. 

M. Bricard : Sur une classe de cubiques gauches. 

M. Laisant : Au sujet de U enquête actuellement poursuix^ie 
sur la méthode de travail des mathématiciens. 



SÉANCE DU 17 NOVEMBRE 1904. 

PRÉSIDENCH DE M. CARVALLO. 

Elections : 

M"* Manlell, présentée par MM. Carvallo et Bricard ; 
MM. R. Miwa, présenté par MM. Carvallo et Laisant; 
Sudria, m Carvallo et Bricard ; 

Potron, » de Séguier et d'Ocagne; 

Van Deuren, » Appell et Kœni^s; 

K. Halberstadl, » RallV et Grévj'; 

Fréchel, » Painlevé et Borel ; 

sont élus membres de la Société à l'unanimité des membres 
[)résents. 

Communications : 

M. Touche : Sur les travaux de Duchemin, 
M. Ilumbert : Sur l'extension à l'espace du théorème de 
Poncelet 

M. Bricard : Sur un théorème de J/. Fontené. 
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SÉANCE DU l"^ DÉCEMBUE 190i. 

PRESIDENCE DE M. CARVALLO. 

Communication : 

M. Painlevé : Conférence sur la théorie moderne de l'irré- 
ductibilité des équations différentielles. 



SÉANCE DU 15 DÊCEMBLIE i904. 

PRÉSIDENCE DK M. CARVALLO. 

Élections : 

MlVf. Fatou, présenté par MM. André et Borel; 

Lemoyne, » Brocard et Biociie ; 

Voronoï, » Autonnc et Hadamard; 

sont élus membres de la Société à l'unanimité des membres 
présents. 

Communications : 

M. Rafly : Sur la double inversion singulière, 
M. Carvalio : Sur le flux magnétique à travers le contour 
d'une surface unilatérale. 



ERRATA, 



Dans le Mémoire de M. de Montcheuil : Séparation analytique d'un 
système de rayons incidents et réfléchis (suite), inséré au présent V^o- 
lume, p. i52. il faui lire : demi-somme des rayons de courbure, parloui 
où il y a écrit segment focal. 



^ 
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ac*i KKs GRt.iU'Acut'ilTni». â5, 1 rAiWir.'). 



BUM <ftaié)i Mnllrp de Ciint^rwic»* 1 la FM11U6 d» SiMiDres ds 
UoBtp«4ller. — Iffçom ror lu fonetioBa diHonUimc*. r#<llfAM jur 
A- llKMUi, EIÙTo .^ l'Keal* TtomnlB Hii>^npuni. lo-tt" liiv i6> de 
*iil-i3« iWn"» «vne '9 6|tuTr^; (gnS ,- , J fr, 5» C 

BOBEL lE.i M.iilrc m- CoiiCf n-iieof A l'fcoolw Ktiriuale suti^nmim. - 
L«^oiu lor tna IimcUont é» rnrtib)» r«eltSR et iBor nprAtuuUott 



pu d*i lérlu 4a poIrn'T'^'- ■ 

M Bflciri Ltbaiguo I < ^ 
Miwi*' ''■nin'JiD-*(:i ■ 



T Fin) PftlAlBtJ 
iliûiirla thw firoc- 
190I. (fr. ioc. 



StentSBiA. d«!, (i«c).'>,r ,-. ,.,<'.u-L'. i.M<ii.'i><:i;.<[u.iK. -ThAorlodw 
4|r«apM Gnii ElinoiU da U Ui«oti« d*> gimpca abiUftiu. lïmid 
lii-S (il X (fîl. lie ït-ijO (idiicf; i<>i| _....... i tt. 



¥éHf. -■•».B4«T»iaN.TILk4U.4*u«MC>ii 

Le CirmM - QtiTTIIIM VlUAU. 



